
 9 

第二章第二章第二章第二章            高斯光線高斯光線高斯光線高斯光線(Gaussian beam)(Gaussian beam)(Gaussian beam)(Gaussian beam)    
      由波動光學與幾何光學的觀點來看，高斯光線的特性是最類似真實的雷射

光。在高斯光線的光束束腰寬(beam waist)鄰近的波前(wave front)很像

平面波，但是距離光束束腰寬越遠時，波前則會變成球面波。因此高斯光

線的能量會被限制在一個角度內往外傳播。所以一般都使用高斯光線來表

示雷射光，而本論文中也是由高斯光線代表。高斯光線可以使用傅利葉轉

換來分析其振幅與特性，以下我就介紹傅利葉轉換和高斯光線的用法。 

 

2222----1111    二維的高斯光二維的高斯光二維的高斯光二維的高斯光線線線線        

雷射光在很多光學實驗中扮演者重要的角色，其分佈大多屬於高斯分佈。  

      在這一節裡我們會探討高斯光線的基本特性[1][2]。純量波現象可由純量

波動方程式(Helmholtz 方程）了解，其方程如下： 

                                                          (2.1) 

      方程式中的 k 是傳播常數(propagating wave)且 k=2π/λ（λ是介質中

的光波長），平面波是在沿 z 軸的方向前進，其形式如下：  

                                                          (2.2) 

      A
p
是常數。因為雷射光束有明確的傳播方向，所以通常可以假設它是沿 z

軸傳播，加上平面波已是波方程式的解，所以我們可以假設另一解形式如

下：  

                                                          (2.3) 

      在此φ(x,y,z)是可以用來表達平面波在相位與振幅上的差異。把（2.3） 

      代入（2.1），可以看到φ(x,y,z)會滿足下列方程式：  

 

                                                          (2.4) 
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      接下來我們就利用近軸近似的方法，也就是我們假設高斯光線是被侷限在

z 軸附近的區域內。所以φ(x,y,z)對 z 變成一個近軸方程式（paraxial 

equation）： 

                                                           (2.5) 

 

     (2.5)式有很多解。但是我們可以依照幾何邊界條件找出(2.5)式的解，所

求得的解可以用正交多項式及高斯函數的乘積來表示。假設解在 x 與 y 上

對稱，則其場分佈 u(r,z)形如：  

                                                            (2.6) 

 

                                                        (2.7) 

      (2.6)式中，w和R是z的函數，而w
0
是高斯光束聚焦最小的情況而且w

0
是常

數。我們可以從上式中看到w界定了光束在徑向的振幅分佈。而R是波前 

     （wave front）的曲率半徑。在距離z軸為w時，振幅大小變成1/e，因為雷

射光強度是電場的平方，所以雷射光強度在徑向半徑r=w處是1/e
2

。通常

我們稱w是高斯光線的斑點大小。由(2.11)式描述的高斯光線波前變成平

面波時，其斑點大小為最小的情況，如果令斑點大小最小的位置為z=0，

則w(z)與R(z)可以有相當簡單的表示式。整個公式如下： 

                                                                                           

                                                              (2.8)                                      

      而 

                                                              (2.9)             

(2.9)式說明了在z=0時，     最小，如圖2.1所示，而且其值為    ，   稱 

作光束束腰寬(beam waist)，而從(2.9)式可知道在束腰寬處，波前曲率

半徑為無窮大，而且此波前為平面。  
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高斯光線完全下列四個參數w,  ,z和R，中的任兩個決定。當然波長λ也

是要預先指名的。給定任兩個，其他兩個可以由(2.8)式與(2.9)式算出。

另外也有幾個參數也是經常用到的。 

(1)由z軸算起的遠場發射角θ，此時的輻射強度變成1/e
2
： 

              (2.10)                                   

(2)瑞利尺寸(Rayleigh range)ZR ，他是從束腰處到最小波前曲率半徑的

軸點之距離，亦即： 

                  (2.11) 

表示從光線最窄處w0到光束寬度變成   w0的距離。 

在考慮通過光學系統的高斯光線的傳播時，經常使用的是複數光數束參數

q其形式如下： 

0w

2

圖 2.1，在 z=0 時，w
2
(z)最小，而且在高斯

光線束腰寬的位置時，波前曲率半徑為無窮

大，而且此波前為平面的。 
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             (2.12)                              

使用這樣的定意有幾個優點： 

(1)高斯光線在徑向部份可以寫成exp(-ikr
2
/2q)，這跟近軸近似下的球面

波一致。不過，對應於球面波的曲率半徑q參數確是複數。 

(2)高斯光束參數q隨z變化，其行形式可寫成： 

             (2.13) 

其中q
,
表示通過某光學系統之後的高斯光線參數，n

,
為介質折射率，q是表

示進入之前的光線參數，折射率為n，到目前為止，高斯光線與一般光線

分析時唯一的差別只是曲率半徑是實數現在換成q是複數，高斯光線中的q

就好像點光源分析中的波前曲率半徑，所以q有時也被稱為複數曲率半徑。 

 

2222----1111----1111    數值孔徑數值孔徑數值孔徑數值孔徑    

一個透鏡可由透鏡的直徑、屈光度、焦距(f)來表示其特性。當平行光經

過透鏡後，在屏幕上得到一個焦點，在透鏡與焦點之間的距離定義為焦

距。一個透鏡的特性不只單單受任一因素影響。因此可以利用數值孔徑

[3](numerical aperture，簡稱NA)來表示一個透鏡的整體特性。數值孔

徑可定義為： 

                                                             (2.14) 

n為透鏡的折射率、α為繞射光可以通過透鏡的最大半角。從傅利葉光學

的概念來說明，光學讀取頭上的透鏡所接受的繞射光是高斯光線經過傅利

葉轉換後得到的結果，但是傅利葉轉換後的結果是以k-space(頻域)來表

示。因為k-space中的kx為k(波數)的分量，所以每一個kx值就可以對應一

個平面波的行進角度。 

                 θ(行進角度)=sin
-1
(kx/k)，k為波數 

αsin×= nNA
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因此只要有光學讀取頭上透鏡NA和n的數值就可以算出透鏡所對應的接收

繞射光的最大半角α，再利用此角度α對應到k-space的kx值，這樣可以

很清楚的了解此光學讀取頭上的透鏡所能接收繞射光的範圍。當數值孔徑

越大，透鏡所能接受的光也越多，解析度也越高。反之，當數值孔徑越小，

透鏡所能接受的光也越少，解析度也越差。 

       

2222----2222    傅利葉轉換傅利葉轉換傅利葉轉換傅利葉轉換    

      介紹將訊號由時域與頻域互相轉換的方法，其目的是為了把訊號分解成各

個訊號，分解出來的訊號分量可以疊加回原本的高斯光束，所以傅利葉轉

換可用來了解高斯光束的成分與特性，以下介紹連續傅利葉轉換[1]，離

散傅利葉轉換，快速傅利葉轉換等 3 種方法。 

 

2222----2222----1 1 1 1 連續連續連續連續傅利葉轉換傅利葉轉換傅利葉轉換傅利葉轉換    

傅利葉轉換可以說是光電工程的基礎,除了光學外，包括電路學、電磁波、 

訊號分析、影像處理、通訊工程......等，都會用到傅利葉轉換的觀念與

理論。連續傅利葉轉換定義如下： 

                                                         (2.15) 

                                

                                                               (2.16) 

    上兩式中，F{ ƒ(t) }表示對一時域函數 ƒ(t)取傅利葉轉換，轉換後的結

果為頻域的函數稱為 F(ω)，F
-1
{ F(ω) }表示將傅利葉轉換後的 F(ω)，

取傅利葉反轉換可得原來的時域函數 ƒ(t)。這兩個式子稱為傅利葉轉換

對( Fourier Transform Pairs )。由上面的數學式知道，對時域函數 ƒ(t)

取傅利葉轉換後為 F(ω)，而 F(ω)為複數，可用極座標表示成大小與相

位的組合，數學式如下： 

∫
∞

∞−

− == )()()}({ ωω FdtetftfF ti
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                                                               (2.17) 

      上式中，│F(ω)│為振幅，φ(ω)爲相角，│F(ω)│之函數圖形稱為振

幅譜，φ(ω)之函數圖形稱為相角譜，兩者合稱為頻譜。而頻譜是雷射光

信號分析的重要基礎，因此傅利葉轉換後得到的振幅與相角，更是對於光

碟機讀取頭接收到的訊號所分析出的循軌訊號(servo signal)的準確性

有很大的幫助。 

2222----2222----2 2 2 2 離散傅利葉轉換離散傅利葉轉換離散傅利葉轉換離散傅利葉轉換    

                        在連續時間下的系統輸入之信號多為類比的方式，但是在許多情形下的某 

      些系統輸入函數卻呈現著離散的型態，例如每隔一段時間間隔才量取的實 

      驗數據，每隔一段距離間隔才量化的影像資料，這時候我們就必須將原來 

      的傅利葉轉換作視當的修正，從連續時間下的傅利葉轉換轉到離散時間傅 

      利葉轉換(discrete Fourier transform、簡稱：DFT)時。考慮有一個複

數級數 x(n)和 N 個取樣點，在取樣範圍外仍有 N 個週期的 x(n)延伸，也

就是對於全部的 k 值，此條件 xk = xk+N 都成立。 

      故離散傅利葉轉換定義為： 

 

                                                             (2.18) 

      離散傅利葉逆轉換定義為： 

 

                                                             (2.19) 

 

2222----2222----3 3 3 3 快速傅利葉轉換快速傅利葉轉換快速傅利葉轉換快速傅利葉轉換    

2.18 式也就是離散傅利葉轉換。仔細觀察 2.20 式就可以發現，如果 x(k)

有 N 個數據點，所以要想得到 N 個獨立的正旋波的振幅值，它的計算時間

是正比於 N
2
的，即要做 N

2
次乘法，這樣就必須要很龐大的運算時間。所
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以人們一直在尋找可以減少離散傅利葉轉換運算時間的方法。在 1965

年，Cooley-Tukey 發表了他們的算法[4]，稱之為”快速傅立葉轉

換”(fast Fourier transform、簡稱：FFT)。快速傅立葉轉換是一種可

以減少離散傅立葉轉換計算時間的方法，它的計算時間正比於 Nlog2N。 

接者我要利用快速傅立葉轉換與離散傅立葉轉換的差異來說明快速傅立

葉轉換的基本思路： 

以 N=4 的 DFT 為例，按照其定義用矩陣來表式(2.20) 

 

 

                                                        (2.20) 

上式中的矩陣 W 的各元素均為複數，故欲求 X(k)的每一個值，均需做 4

次複數乘法和 3 次複數加法。所以要計算 X(k)的 4 個值，需要做 16 次複

數乘法和 12 次複數加法。以此類推，計算 N 點的 DFT，需要 N
2
次複數乘

法和 N(N-1) 次複數加法。因此，N 越大，計算量增加的越多。但是在我

們仔細觀察矩陣 W 後發現，它的矩陣元素 W
nk
具有週期和對稱的特性，因

此 W 的許多元素都是相同的，所以就利用這一特性來簡化 DFT。 

(1)W
nk
的週期性 

 

                                                     (2.21) 

   若 N=4 則            W
6
=W

2
，W

9
=W

1 

 

(2) W
nk
的對稱性 

因為 

故有                                                 (2.22) 

若 N=4，則 

利用 W
nk
的週期性與對稱性，式(2.20)中的矩陣 W 可簡化為： 







































=



















)3(

)2(

)1(

)0(

)3(

)2(

)1(

)0(

9630

6420

3210

0000

x

x

x

x

WWWW

WWWW

WWWW

WWWW

X

X

X

X





=

=
+

+

)(

)(

Nnknk

Nknnk

WW

WW

0213

2
)

2
(

2

2

2

,

1

WWWW

WWWW

eW

nk

N

nk

N
nk

N

N
j

N

−==

−==

−==

−

+

−
π



 16

 

          

 

                                                     (2.23) 

由此可見，矩陣中有很多元素是相同的。如果把序列 x(n)分解為若干短

序列，並與 W 矩陣元素結合起來計算 DFT，就可能簡化運算，這就是 FFT

的基本思路。我在下面舉一個簡單的例子來說明 DFT 與 FFT 的計算量的差

別：假設 N=8 

直接按照 DFT 的定義計算，8 點 DFT 所需要的總運算次數為 

複數乘法的次數          N
2
=64(次) 

複數加法的次數          N(N-1)=56(次) 

但是，8 點 FFT 所需要的總運算次數[5]為 

複數乘法的次數                      (次) 

複數加法的次數                      (次) 

這樣就可以清處的了解 DFT 與 FFT 的計算量的差別。 

 

2222----3 3 3 3 模擬平面波合成高斯光線的結果模擬平面波合成高斯光線的結果模擬平面波合成高斯光線的結果模擬平面波合成高斯光線的結果    

當我們把高斯光束利用傅利葉轉換來分析，可以發現高斯光線是由很多不

同振幅、不同角度入射的平面波組成的。所以我們就可以利用這個概念來

把高斯光線的振幅方程式取傅利葉轉換，再把分析出來的各個平面波加起

來，最後就可以得到原本的高斯光線。 

 

2222----3333----1 1 1 1 利用電腦模擬重組高斯光線的過程利用電腦模擬重組高斯光線的過程利用電腦模擬重組高斯光線的過程利用電腦模擬重組高斯光線的過程    

                        首先，我們先用高斯光線的振幅方程式(2.24)： 
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      2.24 式中的參數，我在 2-1 節中就已經說明過了，但是在電腦模擬中，

並不是把整個高斯光線直接代到程式中運算，而是要經過簡化的。所以在

這裡，我只取整個高斯光線的一個振幅橫截面，所以要把 z 參數固定，當

作常數(constant)。因為三維的高斯光線在任一 z 截面上是對稱的(x 與 y

對稱)，所以在把 y 這一維度忽略，只考慮 x。最後，我就可以把(2.24)

式簡化成更簡單的模式，也就是我在電腦模擬中用來代表高斯光線的方程

式: 

                                         

(2.25) 

  接著就對(2.25)式取傅利葉轉換，就可以得到高斯光線的頻譜分析圖。 

我就利用(圖2.2)來表示。由圖中可以很清楚的知道每一個k值代表一個 

入射的平面波還有平面波的振幅，每個平面波都有不同的入射角度。    

   

   

                              

 

  

 

   有了這個頻譜分析圖後，我就可以把不同的平面波重組回原本的高斯光 

線。我利用(圖2.3)來呈現我重組後的高斯光線。 

])
0

([_][ 2

w

x
Expxg −=

圖2.2為(2.25)式傅利葉轉換後的結果。圖

中可知每一個k值代表一個入射的平面波還

有其對應平面波的振幅。 
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               圖2.3，把不同的平面波重組回原本的高斯光 

線的結果示意圖。 

 

 為了要確定高斯光線在經過傅利葉轉換後，重組平面波所得到的高斯光

線是跟原本高斯光線一樣的，把兩個高斯光線的數值資料做作誤差分析

後，可以得到一個誤差分析圖(圖2.4)。由圖可知，重組後的高斯光線與

原本的高斯光線之間的誤差在10
-15
的尺度左右。 

 

 

圖2.4，重組平面波所得到的高斯光線跟原本高斯光線 

的絕對誤差圖，圖中誤差在10
-15
的尺度左右。 
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