
中學生通訊解題第八十期題目參考解答及評註

臺北市立建國高級中學數學科

問題編號

8001

撞球協會根據撞球運動員的水準給他們編

號:最強的運動員排名為第1 號，其次為

第 2 號，依此類推。設在號碼之差大於2

的兩名運動員比賽時，號碼較小的運動員

得勝。現有 256 名運動員參加單打比賽。

比賽按淘汰制進行:參賽者根據抽籤結果

分成若平對，每對中的兩人比賽一場，勝

者進人下一輪，於是每進行一輪比賽後，

運動員人數減半，經過8 輪比賽後產生冠

軍。問冠軍的最大可能號碼是多少?

參考解答:

(I) 因為號碼為k的運動員只可能敗給號

碼不超過k+2的運動員，故在每輪比

恥之後，獲勝運動員中的最小號碼至

多增加 2 '於是 8 輪比賽之後最強運

動員的最小號碼至多為17 。

下面我們指出，第 17 號運動員不可

能成為冠軍。

若不然，則第 l 輪比賽後，第 1 ， 2 號

運動員應被淘汰，但他倆只能分別輸

第 3 ，4 號運動員;第 2 輪比賽後，第

3 ，4 號運動員應被淘汰，但他倆只能

分別輸第 5 ， 6 號運動員，繼續下去，
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第 7 輪比賽後，最後只剩第 15 ， 16 號

這兩名運動員並在第 8 輪由二人進行

決賽。故冠軍不可能是第 17 號運動

員。

(2) 最後我們舉一個第 16 號運動員成為

冠軍的例子。

將全體運動員分成兩名且-

第一組由第 16 號及 128-256 號運動

員共 128 人組成，另外的 128 人為第

二組。

前 8 輪的每場比賽都在組內進行。第

一組賽過 7 輪之後剩下的唯一運動員

是第 16 號。

而第二組中的比賽可以這樣來設

計:第 1 輪使第 3 ，4 名分別嬴第 1 ， 2

名，第 2 輪讓第 5 ， 6 名分別贏第 3 ，4

名，﹒'第 6 輪中第 13 ， 14 名分別贏

第 11 ， 12 名，第 7 輪中第 14 名贏第 13

名。

最後第 8 輪決賽中，第 16 名嬴第 14

名。

綜上可知，冠軍的最大可能號碼是

16 。

問題編號

8002



求使得方程組

有整數解的所有質數 p 。

參考解答:

不妨設 x 、 y 為正整數

。 ...p+l=2x2 ...p 是奇質數

@兩式相減 pep 一 I) =2(y-x)(y+x) ......(*)

=> ply-x 或 ply+x

@·..x>l , y>1

. p = 2x 2 一 l>x

p2 = 2y2 一 1> y2 , p> y , 2p> y+x> y-x

若 ply-x' 則 p=y-x' 由(*)式伊

p 一 1 =2(y +x) • 矛盾

若 ply+x • 則 p=y+x' 由(*)式得

p一 1=2(y -x)' 於是

p2 = 2y2 一 1 = 2(p-X)2 一 1=

2p2 -4px +2x 2 一 1 = 2p2 -4px+ P

故 p+ l =4x

三字4x= 2x2

=今x=2·p=7·y=5

所求的質數 p=7

解題評註:

I.此題首先由奇偶性得 p 是奇質數，又利

用因數性質『設。， b 為正整數 • p 為質

數，若 Pjab • 則 pia 或 plb ，n ， 再由方程

組得 p=y+x' P一 1=2(y -x)' 進而得

到 p 值。

2 參與徵答的同學中有兩位在 Ii' p=y+

x'p 一 1 =2(y -x) ，n 這部份沒有說明清

楚。
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問題編號

8003

如圖 ·A 是半徑為 l 的圓 O 外一點 'OA=2'

AB是因 O 的切線 ·B 是切點，弦 BC 平行

OA· 連接AC ，則陰影部分的面積等於多

少?

B

A

參考解答:

設OA與圓 O 的交點為 D 點

連 OC 、 BO 、 BD

因為A8是圓 O 的切線， 8 是切點. ·OA=2

所以8D=I' 又 OC=1 '弦 BC 平行OA

故 ODBC為平行四邊形，且LBOC=60。

因為OA//BC· 所以~BOC面積=~A8C面積

陰影部分的面積

=弓形 BC 面積+~ABC 的面積

=弓形 BC 面積+~BOC 面積

60。勻
=扇形 BOC 的面積=一:-:-::-xπx IL=言。360°"'.... 6

A
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解題評註:

本題屬幾何的基本概念題型，關鍵在於如

何適當分割一些適當的常見圓形，徵答的

同學中，均能適切表達分割的方法，亦能

清楚表達。

問題編號

8005

已知自然數n 除以 7 餘 3'n 除以 13 餘 8 '

n 除以 19 餘 13 '則 n 之最小值為

7x13xI9x5-17

6
問題編號

8004

在ABC 的一邊長為 5 .另外兩邊長恰好是

方程式 2x2
一 12x+m=0 的兩根，試求出滿

足上述條件中 m 的範圍?

(I) 試說明或分析此推論的道理;

(2) 並從而尋求滿足 r m 除以 11 餘 9 • m

除以 13 餘 8 • m 除以 15 餘 7 • m 除以

17 餘 6'm 除以 19 餘 5 J 五條件之最

小自然數 m 0 (將此 m 之值以仿如 n 值

之算式表示，不要乘開)

設另兩個邊長分別是

參考解答:

而~ = 12 2 一 4x2xm 這 O~m 三 18 .則

la - bl < 5~ (a - bY < 25 ~ (α +bY -4ab < 25

=今 n = 7(α+1)-4 = 13(b+I)-5

= 19(c+I)-6

勻的 = 7 x 6(a+J)一 24

= 13 x 6(b+I)-30

= 19 x 6(c+I)-36

=> 6n=7 x (6a+5) 一 17

= 13 x (6b+5)一 17

= 19 x (6c+5) 一 17

勻的+ 17 是 7 、 13 、 19 之公倍式

參考解答:

(1) 依題意，根據除法原理:被除數=除

數×商+餘數，得 n=7a+3= 13b+8

= 19c + 13
ab = 三 >0 又α， b 勻。 +b=6>5

o . m __ II
:.6'-4·一< 25 ~ m > 一

2 2

II
一 <m~ 18
2

解題評註:

題應從根與條數、三角形三邊長的關條

以及配合乘法公式，最後再以實根特性導

人判別式大於等於 O 即可找出 m 值的範

圍。

二> 6n+ 17 = 7 x 13 x 19 x t

二>n 最小時 ， t = 5· 即 n 最小時，的+ 17

=7x13x19 汁，故 n 之最小值為

7x13xI9x5-17

6
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(2) 仿如 (I) ，根據除法原理:被除數=除

數×商+餘數，得 m = Ila+9 = 13b+8

= 15c+7 = I7d+6 = Ige+5

二今 2m = II x 2 a + 18 = 13 x 2 b + 16

= 15x2c+14= 17x2d+12

= 19x2e+IO

=今 2m-29 = 11(2a-I) = 13(2b一 I) =

15(2c一 1) = 17 (2d一 I) = 19(2e- I)

~2m-29 是 II 、 13 、 15 、 17 、

19 之公倍式

~ 2m - 29 = II x 13 x 15 x 17 x 19 x t

=今 m 最小時 ， t= 卜故 m 之最小值為
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解題評註:

本題解題的主要概念是「除法原理」。這

一類有「韓信點兵」之稱的問題，在各個

除數成等差，相對餘數亦成等差的條件

下，如題目所示，有較為特殊的解法，這

種解法的著眼點在於:藉由等差數列的性

質，將各除數下之「餘數」化為同一數，

進而以「答數」與「餘數」表示各除數的

公倍數。根據中國剩餘定理，可知韓信點

兵問題中的各除數如果兩兩互質，則無論

餘數為何值該題有解;否則餘數必須有限

制才有解。以下在各除數兩兩互質的條件

下，討論此一特殊的解法。

設自然數 n 除以 ao 餘 R悔，除以。 l 餘丸，

除以 α2 餘爪 ， ，除以 ap 餘見，求 n

之最小值，其中內 ， ai' a2, ..., ap 成等

差，公差為 d; 丸，眠，凡， ..., Rp 成等差，

公差為 D' 則根據除法原理，存在此，戳，

Q2' ...，丸，使得下列各式都成立:

n = aoQo+ Ro 、 n = a , Q ,+ R , ' n = a2Q2+

R2 ' ... ' n = apQp+ Rp , ~P

n=GKQJ RK 、 n = ak+, Qk+ I+ Rk+' ' 對於

所有的 k= O ， I ， 2 ，...， p-1 都成立，兩式

分別乘以 ak + 1 、吭，得 ak+' n = akak+ 1Qk+

ak+， Rk 、 αkn = akak+ IQk+'+ αkRk+' ' 相減，

由。k+，-ak =d 且 ak+ IRk- akRk+ ,

(ak+d)Rk-ak(Rk+D) = dRk-ap

dRo-aoD '

得 dn = akak+ ， (Qk-Qk+ I)+dRo-aoD' 可知

dn 除以川、 ak+ ， 之餘數都是 dRo-aoD '

即 dn-dRo+aoD 是 ak 、 ak+ l 的公倍數，

對於所有的 k=O ， I ， 2 ，...， p-1 都成立，故

dn-dRo+aoD = aOa ,a2 ...ap t ' 是即含有

二未知數 n 與 t 之不定方程式，利用除

法原理再解此不定方程式求出 t 值，即

aOa,a2 ···a at + dRo - aoD
得 n =Pd

本題(1)中，況。-aoD = 6x3-7x5 =一 17 ; (2)

中 ， dRo-aoD = 2x9 一 IIx(-I)=29 '此二關

鍵數據皆可採取如上方法求得，原【解答】

中所用的方法不同於此，主要是本題中之

數據較為簡易，只要把握相關的算理，其

中規律不難觀察歸納得知，而如何探索找

出相關規律，此一發現過程應有參考價

值，寫下以供參考。
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