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摘要 

 
在二維平面上讓波色愛因斯坦凝聚(BEC)旋轉，當系統在非對稱位能井

2 2 2 2 2 2
0 0( 2) ( ) ( )V m x yω ω⎡ ⎤= + Λ + −Λ⎣ ⎦作用下，且當系統旋轉頻率Ω接近位能簡諧

頻率 0ω 及設定 2 2 2
0ωΛ = −Ω 時，BEC 會變成一維方向無限延伸的系統。此時可由

藍道規範(Landau gauge)寫下 Gross-Pitaevskii 能量泛函，其中能階為最低藍

道能階(Lowest Landau levels (LLL))的近似。系統表現出旋渦柱(vortex line)

的數目 vN 和波函數的LLL基底組合數目 cN 關係為 1v cN N= − ，而 vN (或 cN )是Ω
的函數。 

 

我們研究加上四次項位能井 4
qV xλ= ，考慮改變λ大小所衍生的量子相變效

應。由於其能階不再是 LLL 的近似，需要利用數值計算。研究發現四次項位能井

的強束縛(strong confinement)作用往往使λ =0 時的過渡狀態(intermediate 

state)消失，並且減少旋渦柱的數目 vN 。我們利用數值方法尋找波函數對應到

最低能量的 cN 和波數 k，發現當 0ωΩ < 且當λ ≥ 2.2cλ = 時，找不到 2cN ≥ 以上的

解，也就是沒有旋渦柱的發生。另外改變粒子交互作用力時，發現讓粒子間排斥

力變小，系統越不容易產生旋渦柱，此時要讓系統產生旋渦柱唯有讓旋轉頻率Ω
增加。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

目錄 

 
Chapter1 緒論 ............................................... 1 

1.1 波色愛因斯坦凝聚 ................................... 1 

1.2 無交互作用力的波色子 ............................... 2 

1.3 波色子的特性 ....................................... 5 

 

Chapter2 旋轉凝態 ........................................... 7 

2.1 G-P 方程式和連續流方程式 ............................ 7 

2.2 量子化的環流 ....................................... 8 

2.3 單一值旋渦的結構 ................................... 9 

2.4 簡諧位能井下的旋渦 ................................ 11 

 

Chapter3 延伸的 BEC 旋渦 .................................... 12 

3.1 BEC 在非對稱的位能井上旋轉 ......................... 12 

3.2 G-P 泛函 .......................................... 14 

3.3 旋渦圖形的分析 .................................... 16 

3.3.1 Nc=1,2 的方法 ...................................... 16 

3.3.2 Nc=3,4 的方法 ...................................... 16 

3.4 旋渦圖形的分析 .................................... 19 

3.4.1 奇數家族 .......................................... 19 

3.4.2 偶數家族 .......................................... 20 

 

Chapter4 四次位能井的效應 .................................. 22 

4.1 動機 .............................................. 22 

4.2 能量泛函的解析和數值運算 .......................... 24 

4.3 旋轉頻率所對應基底的關係 .......................... 26 

4.4 改變粒子交互作用力的效應 .......................... 28 

 

Chapter5 結論 .............................................. 30 

 

 



Chapter   1   緒CChhaapptteer 1r 1 論 

1.111..11   波色-愛因斯坦凝聚 

早在 1925 年，愛因斯坦大膽預測在低溫下，有一群相同的波色子構成的系

統，彼此間無任何交互作用，溫度不斷降低，當達到相變溫度(transition 

temperature)時，該群粒子會大量落在最低能量的基態，他是根據印度物理學家

Bose 之光子統計原理所提出的[1]，此量子狀態被稱為波色-愛因斯坦凝聚

(Bose-Einstein condensation)。但直到 1995 年，利用超強的雷射冷卻技術來

冷卻原子，讓此實驗實現波色-愛因斯坦凝聚。在巨觀下表現出量子效應的凝聚

態，已成為熱門的研究題目。 

利用稀薄原子氣體銣(Rubidium),鈉（sodium）的波色-愛因斯坦凝聚,此實

驗提供了獨特機會在巨觀尺度下來觀察量子現象，而此系統有別於一般的氣體，

液體，固體，所以我們將要探討其物理性質。 

 實現氣態原子的波色-愛因斯坦凝聚的實驗[2]是在 1995 年,由美國科羅拉

多大學的 Cornell、Wieman 和麻省理工學院的 Ketterle 達成，利用雷射冷卻技

術使鈉原子降溫，但卻不能讓高密度且低溫的納原子達到凝聚狀態，因此利用蒸

發冷卻平台(evaporative cooling stage)方法慢慢地移除這些原子的能量，達

到凝聚。 

 基本粒子可以依照自旋為整數或是半整數可分為波色子(bosons)與費米子

(fermions)，波色子是整數自旋的粒子，相同的波色子在系統中是對稱的，當兩

兩交換其粒子而波函數並不改變，對費米子而言它是反對稱的，會相差一個負號。 

對一群等同且自由的粒子，其粒子質量為 ，粒子空間密度為 ，蒲朗克常數為m n
=π2=h ，這些自由粒子的能量為 

 x y zE E E E= + + = )(
8

222
2

2

zyx nnn
mL

++
=

= m
nC

3/22=⋅  (1.1) 

其中 C為常數，當除以波茲曼常數(Boltzmann constant) k 時，我們可以得到

凝結態(condensation)的臨界溫度 ， cT

km
nCTc

3/22=
=   (1.2) 

對液態氦 He 而言，在飽和蒸氣壓下可以測得在臨界溫度 3.13 K，液態氦在此臨

縛在位能井上，其中位能

界溫度以下時就變成超流體，超流體有什麼特性呢?如果把它置放到沒有蓋子的

杯子裡頭，它會爬上杯緣流到外頭去；如果讓杯子做旋轉，裡頭的超流體氦並不

會跟著轉動，因為液體的秥滯力(viscosity)為零。 

 在實驗上，氣體都是非勻相的，因為它們通常被束

為簡諧振盪(harmonic-oscillator)的位能井，如果總粒子數為 N，原子雲的空

間密度為 3RN ，其中原子雲的尺度 R大約為 2/12
0 )( ωmkT ，其中 0ω 為簡諧振子

的角頻率，代回(1.2)的空間密度 3RNn ≈ ，可以得到臨界溫度T  

 

c 。
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111...222   無交互作用力的波色子 

某一單粒子狀態ν在熱平衡下無交互作用力的波色子，在 (single-particle 

sta 為

 

te)所佔據的平均數目(mean occupation number)被定義 波色分布函數 

0 1ε = ( ) /( )
1vv kTf

e ε μ−  (1.3) 
−

μ也在vε其中 代表單粒子態的能量在某特定束縛能下，讓粒子數固定，且化學能

分布函數裡頭，代表控制著粒子 N和溫度 T的變因，因此總粒子數是佔據各個能

階的粒子數和，所以在不同狀況下，這一項 ( )kTμ

能量 min

eζ = 會跟著改變，假設有最低

ε 在最低能階上，在臨界溫度之上通常這一項都會小於 1，如果在臨界溫

度以下，這粒子變成了凝聚態，此時 1=ζ 。圖 1.1 為在不同ζ 值下，所對應的

在高溫下，量子統計的效應就會被忽略掉，因此粒子的分布函數近似於古典

波茲曼分布函數(Boltzman distribution) 

分布函數(1.3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖 1.1 分布函數對粒子能量關係[3] 

 

 

的 n 

                       v                        (1.4) 

化學能會遠小於最低能量 min

kTvef /)(0 )( μεε −−≈

ε 在高溫下，因為平均分布函數在不同狀態下都遠小

於 1，也就是 ])(exp[ kTminεμ − 也遠小於 1，換句話說，當逐漸降低系統溫度時，

化學能μ會漸漸地增加，而分布函數值也會增加，然而化學能μ是不會超過最低

能量 minε ，否則從(1.5)會計算出 minε 為負數，是沒有物理意義的。因此在任一激

發態中(excited single-particle)的平均數目都不會超過
1

1
/)( min −kTe ε 。如

果在激 態上的粒子少於總粒子數 ，而剩餘數就落在基態上，且數目夠大，這

 

−vε

發 N

就是波色-愛因斯坦凝聚。 
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 當我們在計算熱力學的物理特性時，通常會把所有的能態疊加起來，當能態

數目夠大且能階變化得很平緩時，會引進態密度(density of states)的概念，

描述低能激發態的態密度情形，因為基態的態密度沒有很完善的定義，首先在當

三維空間中，一個自由粒子在某一特定狀態，在相空間中，平均在每單位體積
3)2( =π 中有一個量子態，在動量空間中，有一個小於半徑 p的體積球為 34 3pπ ，

其中動量和能量關係為 mpp 22=ε ，對於能量小於ε 的全部態數目為 )(εG

        

， 

      323 3)2(3
)(

ππ
ε VVG ==                  (1.6) 

2/32/12/3 )(2)2(4
==
εεπ mm

其中系統的體積為 V；通常我們也計算能量介於ε 和 εε d+ 之間的態數目，即態

密度(density of state) 
    2/1

322/1

2/3

2
)()( ε

πε
εε

=
mV

d
dGg ==                                    (1.7) 

對自由粒子而言，在 d維尺度下有 )12()( −∝ dg εε 的關係 此在二維尺度下態數

目和粒子能量的關係是獨立的

，因

。 

 接下來考慮到粒子處在各向異(anisotropic)的簡諧位能井

                  

)(rV  

)(
2
1)( 22

3
22

2
22

1 zyxmrV ωωω ++=                   (1.8) 

),,( 321 nnnε從薛丁格方程式計算出其能階 ， 

           332211321 222
=== )1()1()(),,( ωωω ++++ nnnnnn         (1.9) 

其中 為大於或等於零的整數。我們現在來計算小於能量

1ε +=

in ε 的態數目，如果能量

ω= 夠大，可以視 為連續的變數並忽略零點的能量，因此能量座標系統下有三in
個參數 iii nωε == ，有一個等能量常數表面 321 εεεε ++= ，而態數目 )(εG 和第一

八分之圓(first octant)的體積成正比， 

321
3

3

0 20 20 1
321

3 6
1)( 211

ωωω
εεεε

ωωω
ε

εεεεεε

==
== ∫∫∫

−−−
dddG  (1.10) 

又因為態密度 εε ddGg =)( ，
321

3)(
ωωω

ε =g                      (1.11) 
2

2
ε

=
因此在 d維簡諧位能井下，我們可以得到如下的態密度結果， 

 
∏=

−

−d )!1(

我們知道態密度和能量

= d

i i

d

g
1

1

)(
ω

εε
=

 (1.12) 

ε 的次方是成正比的，而系統的態密度也可以如此表示 

從(1.11)和(1.13)得知，

 (1.13) 
1)( −= α

α εε Cg  

321
33 2

1
ωωω=

=C                            (1.14) 
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當總粒子數為 N且數目夠大，又可忽略零點能量，激發態的粒子數可以表示成 

                                            (1.15) ∫
∞

=
0

0 )()( εεε fgdNex

如果化學能 0=μ 可以使激發態的數目達到最大，所以激發態可以容納全部的粒

子，因此臨界溫度將由激發態的粒子數來決定， 

                 ∫
∞

−
===

0 1
1)()0,(
ckTcex e

gdTNN εεεμ              (1.16) 

ckTx ε= ，可以改成 接下來把(1.16)引進無因此參數

α
α

α
α

α αζα ))(()(
1

)(
1

0 cxc kTC
e
xdxkTCN Γ=
−

=
−∞

∫                        (1.17)  

其中 )( )(αζαΓ 是 gamma 函數而 是 Riemann zeta

 

函數，從(1.17)可以得到 
α/1

α
α αζα /1)]()([ ΓCc =

NkT  (1.18) 

在三維簡諧位能井下，把前面(1.14) 代入(1.18)得到更實用的形式 3C

3/1
3/1)]3([c ζ

3/1

94.0 NNkT ωω ==
≈=                    (1.19) 

其中 3/1ωωωω = 321 )( 是這三個振盪頻率的幾何平均數。 

0=μ 且α 在臨界溫度以下，而 ＞0激發態的粒子數目， 

α
αα ζαε )()(

0
CdCTNex Γ==

∞

∫              ε
α αε ))((

1
1

/
1 kT

e kT −
−        (1.20) 

再和(1.18)的總粒子數 N相比較，可以得到 

                          α)(
C

ex T
TNN =                          (1.21) 

因此凝聚態的粒子數目可以如下表示 

 或 )()(0 TNNTN ex−= ])(1[0
α

CT
TNN −=                           (1.22) 

對一群粒子在三維的箱子裡頭，其 3 2α = ；如果束縛在簡諧振盪的位能井裡頭，

其 3=α 。α 值越大，一旦過了臨界溫度以下時，會有許多粒子掉到凝聚態上。 
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111...333

波色子必由偶數個費米子所組由而成， 

是偶數，此原子即為波色子，

而中子數 是奇數，即為費米子。如果鹼金屬的核磁偶極矩

   波色子的特性 

波色子的總自旋必為整數，而一個

而原子的總自旋數即中子的數量，如果中子數 N
N μ，被定義 z方向

值，核

大值  

 

上磁偶極矩運算子的投影量或期望 的磁偶極矩在 z方向的分量為 =Im ，其

中最 ，

ImIImI IZI === ,, μμ  (1.23) 

到目前，完成波色-愛因斯坦凝聚的實驗中，電子的總自旋量子數為 21 ，其

大部分的核的自旋數(nuclear spin)都為 3 2I = ( 87Rb , 23Na中 ,和 ，鹼金屬

子層的結構較簡單，除了一個電子在最外層，其它都在封閉的內層殼裡，所以

自旋數與電子自旋數耦合時，就是所謂的精細結構，耦合的作用把它表示漢米

(Hamitonian) 

J

7Li )
電

核

頓

hfH AI= ⋅   (1.24) 

角動量的運算子，A為常數，而總角動量 F=I+J，其中 I和 J各為核自旋和電子

鹼金屬和氫原子的電子基態 S 1 2= ，因此我們可以計算出其分裂的能階差， 

 
1( )
2hf hfE h I A (1.25) νΔ = = +

以鈉原子當例子，其核自旋數 3 2I = ，因此總角動量 F=1 或 F=2，所以三重

簡併對應的能量 1 5 4E A= − ，另一能量 2 3 4E A= (五重簡併態)，兩個能階差值

為 2hfE EΔ = − 1 2E = A。如果再考慮外加磁場 B在 z方向上，磁場 B與原子的磁

偶極矩交互作用，這是我們所稱的齊曼效應(Zeeman effect),其中漢米頓的表示

下， 

 

如

spin Z ZH AI J CJ DI= ⋅ + +  (1.26) 

其中 BC g Bμ= 和D B
I
μ

= − ，g因子可以由相對論性 Dirac 方程推得，而 Bμ 為玻

3 2I = ，要取得簡併態的能階，可以對 spinH 對角化，基底以 爾磁子。當核磁矩

3 2,1 2, 1 2, 3 2Im = − − ， 1 2, 1 2Jm = −,I J 來表示，所以對應投影值m m ，在外

加磁場下由原本兩個能階分裂成八個能階。 

下一頁圖 1.2 即為齊曼效應下能階分裂情形，許多實驗要捕捉鈉原子

低場(low field)捕捉[4]，如果齊曼能階對應之磁矩與外加磁場方向相反，則該

類能階之磁位能隨磁場增加而變大，因此原子處於該類齊曼效應時，其磁位能之

最低點即為磁場最低點，會留在磁井中心;反之，為強場捕捉原子，將自動離開

位能井中心。 

 

 

都採用

磁
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圖 1.2 鈉原子(I=3/2)在磁場下的精細結構，

其中 2hfA E= Δ ， 4 B hfb C A B Eμ= = Δ 。 

 6

原子間的作用力，彼此的作用力是吸引或排斥，我們看散射長

(scattering lengths)，這是在低能下兩個原子相互作用的特色，當速度較慢

原子去碰撞一個硬核(hard core)原子(半徑 )，由徑向 Schrodinger 方程推

，在硬核外表現出來的是自由粒子，其中

 接下來是關於

度

Cr
( )Cu r

的

0=導 ，因此算出來的波函數

( )u sin( )sr A kr δ= + ，A為常數， 2k mE= =， s Ck rδ = − ⋅ ，波函數是所謂的球面

們可以從相位波(s-wave)，此時我 sδ 來求散射長度， 

2( ) ( )s sk k a O kδ ≈ − ⋅ +   (1.27) 

.27)中，當波數 k很小時，因此可以得到 s Ca r=(1 就是所謂的散射長度，也就是

顆硬核的半徑。散射長度 sa 是硬核的半徑的函數，其中 sa那 可以正也可以負，

數表示原子間互相排斥，負數代表相互吸引。 

考資料 
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CCChhhaaapppttteeerrr   222   旋轉凝態(rotating condensate s) 

222...111  

首先我們要先來了解 Gross-Pitaevskii equation(簡稱 G-P 方程)，描述在

的溫度下，一群非均相波色粒子們的系統行為描述且散射長度遠小於粒子的

   G-P 方程式&連續流方程式

平均間距，並考慮有效碰撞 0 ( ')U r r
0K

δ − 狀況下，利用了平均場理論，而令全部粒

都落在相同的狀態，可以寫成， 子
2

22
0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
r V r r U r r r

m
ψ ψ ψ ψ μψ− ∇ + + =

=
  (2.1) 

就是與時間無關 G-P 方程，其中包含了外加位能 V還有非線性項的
2

0 ( )U rψ 。 

G-P 方程如下[1]， 

這

如果是有關動態的問題，就和時間相關，因此時間有關的
2

22
0( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )

2
r t V r r t U r t r t i

m t
ψ ψ ψ ψ− ∇ + + =

∂
=  (2.2)  

( , )r tψ∂=

把(2.2)乘上 *( , )r tψ 再減掉[(2.2) *( , )]*r tψ⋅ 可以得到， 
2ψ∂

[ ( *ψ+∇⋅ ∇
∂

= *)] 0
2t mi

ψ ψ ψ− ∇ =  (2.3)  

(2.3)可以寫成粒子密度的連續流方程式， 

( ) 0n nv∂
+ 

t
∇⋅ =

從(2.3)和(2.4)比較，可以得到凝態的速度 ， 

 

∂
 (2.4) 

v

2
( * *)v ψ ψ ψ∇ −= ψ

2mi ψ
∇

=  (2.5) 

如果我們寫下波函數的振幅和相位關係， if e φψ = ，可以來表示密度和速度形式，

 2n f

 

= ， v
m

φ= ∇
=

 (2.6) 

從(2.6)的速度知道，凝態的運動是和位能分布有關的，速度是對某一個數量值

梯度(gradient)，其數量值 A代表著「速度位能」(velocity otentia

可以表示成

作  p l)， 

A mφ= = ，由於φ不是奇異點(singularity)，因此可得到此凝態運

 

動狀態是非旋轉的結論。 

0v
m

φ∇× = ∇×∇ =
=

 (2.7) 

也可以說明此速度場(velocity field)是不會旋轉的，除非相位φ中有奇異點，

還有其 ，所以此運動 被定義所限制。 

 

 

說明奇異點上 它的定義 行為可能就會
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222...222 量子化的環流(quantized circulation) 

有許多 BEC 的實驗，是在了解在旋轉下的凝態有什麼物理特性[2]，因此我

奇異點一圈，波函數的相位改

變量將是

  

們沿續上一節所提的，當有奇異點存在時，如果繞

2π 的整數倍，其中 是整數， 

 

A

2dlφ φ πΔ = ∇ ⋅ =∫ Av  (2.8) 

因此環流量值 做一圈封閉的線可以表示成， 

 

Γ

2 hv dl
m m

πΓ = ⋅ = =∫
= A Av  (2.9) 

是有量子化的情形，以Γ h m它被証明出 為單位，考慮一個簡單的位能井，會隨

著方位角的方向旋轉，其中滿足單一值(single-valuedness)的條件，此波函數

會隨著 ie φA 而改變，其中φ為方向角沿著 z軸，而 ρ 為離 z軸的距離，所以速度 

 
2

hv
mφ π ρ

如果對 z軸繞一個封閉線，此環流量是

= A  (2.10) 

h mA ，但如果 0≠A ，此凝態波函數會消

2.1) 

 

，但如果奇異點不在軸上，其角動

量將不是 對於對稱軸不同位置的分布狀態如圖 2.1，其環流量子化會等於

每一個粒子所帶來的角動量以其對稱軸而言，對其它環流而言也仍然量子化，但

)可以改寫成更一般的形式， 

失在位能的對稱軸上，相當於圖案結構的旋渦線(vortex line)(圖

 

 

圖 2.1 

 

 

 

 

 

對一個軸對稱的位能來說，且在軸上有奇異點的狀態，每個粒子沿著 z軸所

帶的角動量為 A=，而全部的角動量 L為 NA=
NA=。

不代表每個粒子的角動量都被量子化，所以(2.7

2ˆ ( )hv z
m
δ ρ∇× =

A
  (2.11) 

其中 2δ 是一個二維的 Dirac delta 函數， ( , )x yρ = 是對稱軸在平面上的密度分

布函數，當有許多旋渦時，(2.11)右邊的方程式所代表旋渦線的方向，也就是 z

 

軸上的向量和，而 Dirac delta 函數的強度大小也就是環流量值。 
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222...333 
考慮一個軸對稱的位能而言，假設波函數的位置改變和

  單一值旋渦(single vortex)的結構 

ie φA 有關，因此我們

以寫出凝態的波函數在圓柱座標下， 可

( ) ( , ) ir f z e φψ ρ= A   (2.12) 

中 f 為實數，而系統的能量可以寫成， 其
2

2 2
0

1( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ]
2 2

E dr r V r r U r
m

ψ ψ ψ ψ= ∇ + +∫
=

  
4

(2.13) 

(2.12)代入(2.13)，我們可以得到， 

 

把

2 2 2
2 2 2 2 40

2( ) ( ) ( ) ( , ) Uf f fE dr l V z f fψ ρ
ρ ρ

= + + + +⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦⎩ ⎭
∫

= =
 (2.14) 

我們得到的結果和另一個和位置無關的任意相位的波函數相比，會多出

2 2 2m z m
⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂

21 ρ 的

項，此動能是方位角的運動方向(azimuthal motion)的值， 

 
2 2 2

2 2m f
22 2

f v
mφ ρ

=
= A

 (2.15) 

0( )E Nδ μ− =從(2.12)和(2.13)代入 ，我們可以得到(2.16)，它可以決定一開

始旋渦的能量在均質中或位能井中。 

2 2 2
2

2 2m d d dz m
3

02 2

1 ( , )d df d f l f V z f U f fρ ρ μ
ρ ρ ρ ρ

− + + + + =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

= =
 (2.16) 

⎡ ⎤⎛ ⎞

如果考慮在等高的位能井中，可以假設

 

( , ) 0V zρ = ，因此基態的波函數將不

z的函數，表示我們對 z微分，波函數會為 由於漩渦線的重要性，我們選

單旋渦來探討，因此令量子數

是 0，

1=A擇 ， ，向心位能的部分在遠距離對徑向微分時
21 ρ∝ 會顯得沒那麼重要，因此波函數的振幅 ( )1/ 2

0 0f f= ≡ Uμ ，如果在近距離

時，波函數將隨著 ρ 改變，將表現出帶著單位角動量的自由粒子在二維平面上。 

當同調長度ξ很大時，同調長度可以當長度單位來測量， 

 
2

022
nU

mξ
= μ=  (2.17) 

其中 是遠離旋渦的密度，接下朲我們做單位轉換

=

2
0n f= x ρ ξ= ，同時對波

函數的量值改成無因次單位， 0f fχ = ，因 ε此能量密度 可以表示成 

2 2
2

0 2

1
2

dn U
dx x
χ χ 4ε χ

⎡ ⎤⎛ ⎞= + +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

  (2.18) 

所以 G-P 方程(2.16)可以改寫成 
2

3
2

1 0d dx
x dx dx x

χ χ χ χ⎛ ⎞− + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  =

用數值方法來得到此解，其解在下一頁的圖 2.2，實線部分為數值解，但此函數

(2.19) 

2 1/ 2(2 )x x+ ，以虛線來表示。 很接近此形式
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圖 2.2 單一值旋渦的凝態波函數和徑方向

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

從圖 2.2 的右下角為此函數的密度( )分布 ，現在來計算此旋渦的

也就是在沒有轉動此系統的能量，再加上粒子旋轉所帶來的動能，因此能量

n 圖 能量，

ε  

 

2 2
402

b Uf fd fε πρ
2 2

20 2 2 2
d

m d m
ρ

ρ ρ

⎡ ⎤⎞
= + +

⎛
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= =
(2.20) 

中裡頭第二項就是方位角的動能，它跟著

∫  

2 2f ρ其 改變，因為積分值為

式，所以到距離為無窮大時，其能量值會發散，所以距離我們可以選擇適當的距

我們再來考慮多值量子數的環流，即

log 形

離，大約如同調長度大小。 

 

1>A ，因此只要改變向心力的位能部
21 x∼ ，即乘上 2A ，關於速度的分布，從遠距離到旋渦中心，速度隨著分 mρA=  

改變，因此旋轉運動所帶來的動能為 
2

 2 ln bn
mνε π

ξ
≈

=A  (2.21) 

下來要解波函數，只要在(2.19)的第二項乘上 即可，當2A ρ接 很小時，其波函數 

表現和會 ρ A 有關，也就此粒子在二維平面上帶著角動量 ，因此相同環流下，

值量子的旋渦所帶的能量高於單值的旋渦，此暗示多值量子態不易出現在平衡

統中。 

A=
多

系
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222...444   簡諧位能井下的旋渦 

可以使用 Thomas-Fermi 近似(忽略動能項)來描述非旋轉的原子雲，此旋渦的核

z軸上，它可以決定同調長度，但和原子雲的尺度相比是較小的

從(2.17)知可以重新改寫，

接下來要計算在有位能井下所形成 BEC 的旋渦能量[3]，估算在凝態下最低

角速度，所以我們考慮在簡諧位能井下並固定對著 z 軸旋轉，如果粒子數夠多，

中心落在 ，所以
2

02 (0)
2

n U
m

μ
ξ

= =
=

，其中 為沒有旋轉的中心密(0)n

度。另外化學能是和原子雲半徑 R有關，因此化學能 2 2 2m Rμ ω⊥= ，而ω⊥是振

 

盪頻率，把上面化學能關係結合，可以得到 

ωξ
2R

⊥

μ
=  (2.22) 
=

ξ說明了同調長度 比原子雲的半徑 R小，如果化學能大於簡諧振子的能量，表示

滿足  

徑

Thomas-Fermi 近似。而旋渦核外的密度跟著 R改變，而關於旋渦外的能量，

取半 1ρ 介於核和原子雲半徑之間( 1 Rξ ρ� � )，為均質的旋渦的能量，如果

，而速度是受到旋渦運動

決定的，因此計算遠距離的動能可以由流體力 方法。 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[2] A.L.Fetter and A.A.Svidzinsky,J.Phys.: Condens. Matter 13,135(2001) 

A 55,2126(1  

在更遠一點的距離，此時密度不會因為旋渦而造成影響

所 學
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CCChhhaaapppttteeerrr   333   延伸的 BEC 旋渦 

333...111 
BEC 的旋渦晶格(vortex lattice)在對稱位能井的問題，籍由 G-P 方程和

Thomas-Fermi 近似方法來解決，實驗上有觀察到當旋轉系統

  BEC 在非對稱的位能井上旋轉 

ω⊥Ω >

理現象，

(簡諧位能的

當波色子旋

振盪頻率)，而Ω漸漸增加，原本出現的旋渦會從剛開始不規則到最後消失[1]。

然而有些團隊在研究非均向性的位能井下，有一些有趣的物

轉來到臨界轉速( 0ωΩ ∼ )，此時平面上的粒子會在某一方向上做自由延伸。 

 非均向性的束縛(trap)位能井可以看非對性的加上對稱的位能井，抵消另一

位能井的方向，讓另一方向自由延伸，因為我們希望處理似二維平面(x-y 平

)的氣體，因此實驗在 z方向上可以給予很強的束縛位能，

個
2 2(1 2) zm zω面 ，令

0zω ω� ，所表現出來的行為會束縛在 x-y 平面上，先找到對稱位能井下的波函

並對應到的最低的 G-P 泛函能量解(3.1)。 數

( )0[ ] k h i rE dV E E EΨ = + + + E∫   (3.1) 

2 2

02kE
m

= ∇Ψ
JG=

  (3.2) 

2 2 2
20

0

( )
2h

m x y
E

ω⎡ ⎤+⎣ ⎦= Ψ   (3.3) 

4
02i

gE = Ψ   (3.4) 

*
0 0rE L= −Ψ Ω⋅ Ψ
K K

  (3.5) 

能項， 為簡諧位能項， 為相互作用力項， 為旋轉項。 

井，可以了解角動量在軸上是守恆的，假設在不對稱的位能井上，角動量是不守

間而

變，如果換成旋轉座標系下，旋轉束縛位能就不會跟著時間改變，因此旋轉座

關係， 

其中 kE 為動 hE iE rE
接下來要探討為什麼旋轉項的前面是負值呢？在軸上如果是對稱的位能

恆的，所以要尋找平衡態在一些條件下。我們在找平衡態時，習慣在旋轉座標系

下來觀看，因為在參考座標系下，旋轉的束縛能(rotating traps)會隨著時

改

標的原子雲能量 'E 和非旋轉座標的原子雲能量E
 'E E L= − ⋅Ω

K K
 (3.6) 

角動量，而 為角速度可以來描述旋轉位能，因此可以去找到最低能量其中 L
K
為

'E 的狀態或波函數。 

Ω
K

在這裡的 L是角動量的運算子，
K

Ω
K
為沿著 z軸的旋轉方向，取 ẑΩ =Ω ，因

JK

此旋轉項改成， 

 * *
0 0 0r zE L i x y 0y x

⎡ ⎤∂ ∂
= −ΩΨ Ψ = ΩΨ − Ψ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

=  (3.7) 
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接下來考慮非均向性(anisotropy)的束縛能，所以再加上此項， 

0.25λ=

0.90λ=

0.05λ=

 [ ]
2 2 2

2
0 02anE dVΨ = Ψ∫  (3.8) 

而Λ可以做調整，根據系統旋速而調整，再把兩項的束縛能相加，可以表示成 

( )m x yΛ −

 2 2 2 2 2 2
0 0( ) ( )

2tot h an
mV E E x yω ω⎡ ⎤= + = +Λ + −Λ⎣ ⎦  (3.9) 

當Ω→ω ，系統會在 x方向給予更多的束縛，0 而在 y方向會漸漸地自由延伸， 

以假設 2 ，此系統減少 y方向的束縛，BEC 旋渦就像一條通

延伸到無窮遠處，在 x方向上位能像拋物線束縛住粒子。此非均向的比例為 

可 的 道，2 2
0ωΛ = −Ω

2

2
0

η
ω
Λ

=   (

如果 2，表示系統的向心力克服 y方向的束縛位能，因此粒子束縛力

有效作用較小，如果等號成立，將有許多的簡併狀態的出現，類似於量子

level)來描述旋渦的波函數，其中需

3.10) 

2 2
0ωΛ ≥ −Ω

的 Hall

效應中的最低 Landau 能階(Lowest Landau 

要一些條件， 

 1 1δ = −Ω� , 1η �  (3.11) 

1
2
η λ
δ
= �   (

而圖 3.1 為非均向比例由小到大的情形[2]。

3.12) 

λ從左到右，從上到下分別 0.05, 

0.25,0.85,0.90，λ有兩種參數，如果非均向比例η很小，但只要系統的旋轉角 

速度接近 0ω ，也會有相同的結果，往較弱束縛方向延伸，但均向比例較大的

形，BEC 的延伸效果也較佳。 

如果沒有考慮作用力項下，單一粒子的本徵態就是藍道能階，能階之間大小

約為2 Ω= ，在低密度下，利用平均場理論， 2Dgn

情

Ω� = ，其中 2Dn 為平面密度，

所以這些能階都可以視為藍道能階[4]。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0.85λ=

 圖 3.1 四種不同非均向比例的密度圖[2] 
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333...222   G-P 泛函(functional) 

在規範轉換下波函數可以表示為 0 h

寫成總束縛能 tot，因為在非均向的位能井，並利用 2 2 2
0ω

i m xy
e
− Ω

Ψ = Ψ = E，可代回(3.1)，其中把 改

V Λ = −Ω ，我們可以得到

各項的結果， 
2

22 2 2 * * *( )
2 2k
mE x y i y i x

m x y
∂ ∂

= Ω + − Ψ ∇ Ψ +Ψ Ω Ψ +Ψ Ω Ψ
∂ ∂

JK= = =   (3.13) 

 * 2 2 2 2 2
0(2 ) ( )tot h an

mV E E x yω
2
⎡ ⎤= + = Ψ −Ω + Ω Ψ⎣ ⎦  (3.14) 

 
2*

i
gE
2

= Ψ Ψ Ψ  (3.15) 

* 2 2 2( ) ( )rE m x y i x y
y x

⎡ ⎤∂ ∂
= Ψ Ω − + Ω − Ψ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

=   (3.16) 

2
2* 2 2 2[ ] ( ) 2

2 2
E dV mx i x

m y
Ψ = Ψ − ∇ + Ω + + Ψ + Ω Ψ⎜ ⎟∂∫ =  (3.17) 2

0
gω

⎛ ⎞∂=
 

⎝ ⎠

其中 2 2 2
0( )mx ωΩ + 為有效的束縛位能 effV ，Λ和Ω的關係只有在 2 2 2

0 cωΛ = −Ω ，表

示當給予非均向的位能井(Λ )時，系 角 率要達到統旋轉 頻 cΩ ，上式(3.17)才能

成立。接著要做單位的轉換，所以使用振盪長度當基本長度 0 0a mω= = ，而基

態的能量 0 0 2E ω= = 當作基本能量單位，把Ψ展開最低能階的特 函數 k徵 φ 線性

k組合(3.18)，φ 為動能項

。 

、旋轉項和有效位能項運算子的特徵函數

iE

，

i 比較小，可以視

忽略交互作

用力項，因為 為非線性項，不好處理，且跟其它項相比，iE E
為微擾項，所以最後算出的能量特徵值再補上

cN

k k
k

C φΨ =∑   (3.18) 

值取決對應最低能量有關。由於對稱性(波數 k和-k)且 y 方向可視為平面波，kC
波函數可以寫成， 

( )iky
k kAe xφ χ=   (3.19) 

中 A 為歸一常數；接下來把動能、旋轉、位能運算子作用在 kφ其 (3.22)，在旋轉

座標系中， kφ 就像解 Schrodinger 方程對帶電粒子在磁場中的情形，磁場就在 

Landau 規範裡的磁位能所造成的。 

ˆ
k k kH φ ε φ=   (3.22) 

(3.22)化簡，而對 kχ從 可以寫成一維的微分方程， 

22
*

2 2
0

2 0k k
d k ε χ

ω

⎡ ⎤⎛ ⎞Ω ⎥− =⎟
⎥⎠

 (3.21) 
2k Rx

dx R
χ ⎢− + −⎜

⎢⎝⎣ ⎦
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2

2
0* 2

1

k k k
ω

ε ε

⎛ ⎞Ω−
⎠= − ，而

2

2
0

1
ω

⎜ ⎟
⎝
⎛ ⎞Ω
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

cN 2=cN 3=

其中
2

1R 2
0ω

Ω
= + 。 

( )( )( )02 2 2u a Rx R kω= − Ω ，並選擇 4 1 2a R=接下來改變參數 ，所以 

*2
2

2 0
2

k
k k

d u
du R

εχ χ
⎛ ⎞

+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (3.22) 

0kχ →上式類似量子簡諧振子方程式，要滿足在無窮遠時 條件，所以得到特徵

函數 kχ 和特徵值 *
kε ， 

     
2 2 ( )u

k nCe H uχ −= 和 * (2 1) 2k n Rε = +       (3.23) 

中 為 Hemite 多項式，C為歸一常數，當 n=0 時，nH kχ其 在最低 Landau 能階中， 

2

 
2

2k

Ω

0
2 ( )

8
2 R x k

RRe ωχ
π

− −

=
2

2 0

0

2
1

k ωε ⎜ ⎟+
⎜ ⎟
+⎜ ⎟

⎝

和 2

2

1

k R

ω

⎛ ⎞Ω
−⎜ ⎟

=
Ω

⎠

 (3.33) 

從(3.33)中， 與 消散關係(dispersion relation)說明系統角頻率 越接近k Ωkε

2k R簡諧頻率 0ω ，ε � ，就像對全部的波數而言，束縛位能井都消失了。所以 

(3.33)的 kχ 代回(3.19)，可以得到此系統波函數 0Ψ 的解析解。 

 由於波函數 0Ψ 已求得，最後來看 G-P 泛函的形式，代回(3.17) 

1 2 3 4
  

1k 2 3 4 3 4 1 2

1 2 3 4

2 * *
,

, , ,2

c c

k k k k k k k k k k k k k
k k k k k

gE C C C C C dxε χ χ χ χ δ
N N

+ += +∑ ∑ ∫     (3.34) 

其

旋有零個或偶數個旋渦柱(圖 3.2)，偶數家族則有奇數個旋渦柱(圖 3.3)。 

 

 

 

 

中 cN 為波函數的基底組合數目，如果奇數個基底組合，稱為奇數家族(odd 

family)，而偶數個則為偶數家族，兩者表現出來的圖形是不太一樣的，奇數家

 

 

 

 

 

 
cN 5= cN 4=

 

圖 3.2 奇數家族[3] 圖 3.3偶數家族[3]
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333...333   最低能階的旋渦 

3.3.1 ,=cN 1 2的方法 

k k
k

C φΨ =∑把波函數作基底展開 ，也是由許多的波函數做組合，我們也已寫

出 kφ 的解析解，是高斯函數的形式 -P 泛函，可以得到系統的能量，把它代入 G E

式子(3.34)，前面提到的線性組合數目為 ，所以我們先看 的波函數，cN 1cN =

k kC φΨ = ，所以要判斷 k，因此寫出出 k和 E的關係求 ( )E k 形式[3]， 

 
2 4

2k k k k
gE C Cε= +  I (3.35) 

其中 4
k kI dxχ= ∫ N，波函數的係數和粒子數有關，利用總粒子數 守恆， 

( )2 0dV nΨ − (3.36) =∫   

可以得到 kC N= ，再把它代回(3.35)，再對 0dE dk = ;
22 0d E dk >  

找到當 時，有能量最小值，0k = 2
min 2k kE N gN Iε= + ，利用 dE dNμ = 求得化

學能μ， k kgNIμ ε= + 。 

接下來求 2cN = 的波函數，由於對 的關係，可以假設基底 對應波

，如此也可以得到能量最小值。因為空間的對稱性，

稱 的 數為 

( , )k k− k k−Ψ = Ψ ，波函數

可以表示成 

 ( ) ( )) k ki ky i ky
k k k k k kC e C eθ θ(k φ χ φ χ−+ −

− − −= +  (3.37) Ψ

( ) ( )( ) k ki ky i ky
k k k k k kk C e C eθ θφ χ φ χ−− +

− − −Ψ − = +   (3.38) 

以看出所以可 k kθ θ−= ，波函數為 k k k kC Cφ φ− −Ψ = + ，其中 和 大

同，而相位相同，分別為 
kC C−k 的 小值相

 ki
k kC C e θ= ， k ki i

k k kC C e C eθ θ−
− −= =  (3.39) 

22 kN C= 代回E然後引進粒子數守恆，得到 ，當找到適當的 k值，對應到

量最小值能 2
min 4k kE N gN Aε= + ，而 k,2Ik k kA I −= + ，其中 2 2

,k k k kI dxχ χ− −= ∫ 。所

知道後，就可以求出系統的旋渦密度，表示為Ψ *Ψ Ψ以 。 

3.3.2 c

 

,=N 3 4的方法  

 再 的例子，寫出看 3cN = 0 0 k k k kC C Cφ φ φ− −Ψ = + +
第二項為交互作用力項中，從

可以對應到最低能量的可能

合， ，從(3.34)知道
3 4 1 2,k k k kδ + +

1
C C

組 可以排列組合出來

能的項 中 ， 是否為負

，當

數，其

3 4 1, ,k k k
kC

( )為
kC−

0,0,

， 0C 的之間相位關係，會決定

( ),k k− 和

2 3 4

* *
k k k kC C可

號 2,k ( ), ,0,0k k− ，此積分為 2
0 0k kcos(2 ) dxφ χ χ χ−∫ ， 
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當令 0 2φ π= ，而 0kφ =

會決定旋渦密度的圖形和總能量值

，當負號出現，降低總能量值，即有最小值，因此相位

。再利用粒子數守恆條件，
2 2

02 kN C C= + ，

以寫出能量泛函形式， 

  

可

( )( )2
k k Cε 2 4 4 2 2

0 0 0 0 ,0 ,0, 02 2 4 2
2 k k k k k k
gE C C A I C I I C Cε −= + + + + −  (3.40) 

因為 0( , )E k C 有兩個參數， 0 0E C∂ ∂ = ，求得可以利用 0C 的解析解的形式再代

回(3.38)，再用數值方法
20E k∂ ∂ = 且 2 0E k∂ ∂ = ，就可以把 k值求出， 3cN = 的

最低能量也能得到。 

4cN = ，可以假設基底的波函數
1 1 2 2 2k k k k k kC C C Cφ至於

1 1 2k kφ φ φ− − − −Ψ = + + + ，一

開始猜測對應到最低能量的解為 ( )2 , 2k k− − ，比別人所計算的值卻高一些，

會比上式多一項負的積分值，

, ,k k

最後考慮到當 ( ), ,3 , 3k k k k− − 3
3 , , ,34 k k k k kg C C I −− k ， 

3
3 ( )

3 , ,4 k ki
k k k kg C C I e θ θ−

− ，當判斷積分項的相位時，要考慮兩個積分值， ,3k k 還有

3
2 2 2( )

3 , ,3 , 34 然 以得到k ki
k k k k k kg C C I e θ θ−

− − ，把兩個值相加後， 後判斷其最小值，可

3cos( ) 1k kθ θ− = − ，可以令 kθ π= ，而 3 0kθ = ，所以 3kφ π= ，因此相位選取也是

很重要的，會影響旋渦的圖形，最後寫出 N 4c = 的能量泛函， 

( )( )
1 1 2

1 1

42 2
3 3 3 , ,3 , 3 2

4 4

,

4

k k k k k k k k k k k k

k

I g C I− −

−

+ +

+

−

，

42 22 2 4k kE C C g C C I g Cε ε= + + +

1 2 2 2

2 2
, 3 ,3 , 3 ,3 , 32 k k k k k k k k k k k k k k kg C I C I C C I I I I− − − − −+ + + +  (3.41) 

3
3 , , ,3k k k k k kg C C I −

利用粒子數守恆
2 2

32 2k kN C C= + ，所以只剩兩個參數， ( , )kE k C
，所以不同

，在這

裡找最低能量解的方法是先給 k一個值，然後用牛頓法找出最小值 k

有相對應的 E，再做比大小後即可得到 ；有時只利用牛 法還不夠

因為馬鞍形狀時，不是絶對最小值，當在

會 頓 周延，minE
0E k∂ ∂ = 和 0 0E C∂ ∂ = ，我們還要考

二階微分的部分，也就是所謂赫氏矩陣(Hessian matrix) 件， 慮 條
2 2

2

2 2

2

f f
x yx 2 ( , ) H

f f
y x y

f x y
∂ ∂

∂∂

∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂
⎡ ⎤
⎢ ⎥∇ = =
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (3.42) 

 如果要得到最小值，則 H 的 evalue 要大於 0，則可以得到 。而

以上，在交互作用力項數會越來越多，會考慮到彼此的相位，將會使用到多變數

系統 再

，當

eign 5cN ≥minE

的數值方法來計算，會有三個變數或以上， 找出能量的最小值。圖 3.4 是

系統旋轉Ω所對應的基態能量的基底數目 0ω Ω越接近 快，

中央的密度會變小，因此 0k = 的狀態係數變小，而會落到 k

1，表 速度

值較大的基底，所

落在

示角 變

3,4,5Nc = 或以上，但我們只處理到 5cN = ，因為 0 1ω Ω以 ≈ 時，表示有更

，所以基底數目不斷增加是合理的，

eta-stable)的狀態，因為系統不斷在找尋能量最小

多的簡併態的基底 旋渦柱的數目也不斷往外

擴增，粒子也將處於次穩定

此

(m
0 1ω Ω值的狀態，因 實驗上要處理 ≈ 的系 易

 

統是不 處理，當粒子的離心力克服

了束縛力的關係，所以粒子將不再被束縛在中央。 
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當 0ω Ω在 1.02 到 1 8 左 ，最低能量卻落到 5cN7 .02 右 = 的狀態，表示系統處

狀態，也就是相變，由在過渡的 cN 3cN = 的狀態 的 2= 狀態到 ，此時這三個狀態

3.5)
旋渦柱 ，到開始像蛇一樣不安份地擾動，

能量是非常接近(圖 ，因此在巨觀上的旋渦密度，會從中間只有一條穩定的

c c( 2N = ) 5N = 的狀態(圖 3.6)，粒子密

此來到

度逐漸往外擴散移動的趨勢，系統旋轉速度再增加，漸漸地旋渦柱也就多了一

條，但兩條各分於兩邊，因 3cN = 的狀態( 逐漸穩定且能量也不斷

 

 

圖 3.7)，
往下降，可以看出旋渦數增加，會比旋渦數不增加而增加其量子數來得穩定。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 圖 3.4 基底數目和旋轉頻率關係 圖 3.5 相變時對應的頻率關係 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.6 5cN = ， 0ω Ω =1.028 的密度圖形， 圖 3.7 3cN = ， 0ω Ω =1.026 的密度圖形，

為此系統的基態。 為此系統的基態。 
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333...444

3.4

，波函數

   旋渦圖形的分析 

.1 奇數家族 

沿續上一節所提的基底數目 Nc k k
k

C φΨ =∑ 就是基底的組合，我們

把它分類成奇數和偶數家族，其中 ( )iky
k kAe xφ χ= ， )(k xχ 為 x方向上的高斯圖

形，當 0k = 時，它恰好在圖的中間， 0k ≠ 表示其它基底的函數的高峰是分布兩

側， ikye 表示為周期函數，是有變化性的，也可以想像成在 y方向上為平面波移

動。 

 我們先看奇數家族的 情形，波函數為1cN = 0 0C φΨ = ，其波數 ，當0k = 0ω Ω
1cN = ，就是沒有旋渦的圖形(圖 3.8)，1.15 之後(圖 3.4)，波函數的基態就落在在

此圖為密度的表示成 *Ψ Ψ。表示Ω不夠快時，還不足形成旋渦，因此大部分粒

的能階( k 0≠ )都比基底 0k =子 還要高出一都被束縛在中間，也說明其它基底

些，能階會隨著 0ω Ω改變，因此越遠離 1 時，能階差會漸漸變大，

比是較大的，但總動能還是較低，所以一群原子最

1c =N 交互

用力項的值雖

還是會落在

然和

1c

其它 cN作

N = 。 後

3cN = ，可以表示成 0 0 k k k kC C Cφ φ φ− −Ψ = + +

因此可以猜測出中間兩側會有旋渦柱

，是所謂的第二次相變後如圖

奇數家族還有另一個同伴 ，想像

x方向有三個高斯函數交互作用下， ，所

當旋轉變快時，

9，當

在

以 會從一條旋渦柱變成兩個旋渦柱

0 1.02Ω =ω3. 時， 的狀態為基態， 的比

會 由於離心力

會增加而達到平衡，但中間的密度相較於兩側還要高，因為被位能束縛在中央

係。其中兩條旋渦柱的圖形不完全對稱，再移動某若干距離，即可達到對稱。 

3
高，

cN = 系統較傾向往兩側移動，C0

關係，往外擴散， k kC C−= 的比例 降低，表示中間的密度從最

例

關

 

 

 

 

 

 

 

 

 

=1.106 的密度圖形 0ω圖 3.6 1cN = ， Ω

 
=1.106 的密度圖形 =1.02 的密度圖形 0ω Ω ， 0ω Ω1cN = ， 3cN =圖 3.8 圖 3.9
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3.4.2 偶數家族 

接下來關於偶數家族，偶數家族的圖形有一個特色，中間都會有旋渦柱，先

從 2cN = 開始介紹，波函數可以寫成 k k k kC Cφ φ− −Ψ = + ，可以簡單地想成兩邊有

很合理地猜測中間會有旋渦柱，而且是從無旋

渦柱到中間有旋渦柱，其圖形恰為左右對稱，如果旋轉地越快，波數 k值會變大， 

表示旋渦柱的旋渦數會增加，圖 3.10 為系統在

高斯圖形分布，兩波形疊加之後，

0 1.032ω Ω = 的基態。 

各 斯波形，因此中間一定還會有旋渦

柱，而兩側也會有各一個旋渦柱，共有三個旋渦柱，但不代表一定有三個，因為

所以會不明顯 在

4cN = 由於有四個基底，兩側 有兩個高

可能旁邊的最外側基底的係數很小， ， 0 1.032ω Ω = 時， 4cN = 的

能量是略低於一點 2cN = ，但 3k kC C � ，類似 2cN90 = 的基底被展開成 4cN = ，

由於C 的係數太小 因此仍視， 2cN =3k 為基態， 1 雖然為 ，

和 (圖

也就是從無旋渦變化到有一條旋渦柱( )的過

所以圖 3.1 4的狀態cN =
但 2cN = 的狀態是相同的 3.10)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 接下來在第一次相變中，

3.12)，發現箭頭所指的雖然不是基態，相較於

 

 

c

程中(圖 3N
2N =

c = 狀態的能階高一

c些，還是為激發態，可以屬於過渡狀態的情形，從 4N = 的旋渦圖( 3.13)可以圖

，看出中間已有旋渦柱，而兩側的凹處，可以看出類似旋渦但還沒形成完全 且所

需要的能量也較高，所以系統旋轉再快一些就落到 2cN = 的基態。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 圖 3.13 4cN = ， 0ω Ω =1.097 的密度圖 

圖 3.10 2cN = ， 0ω Ω =1.032 的密度圖 圖 3.11 4cN = ， 0ω Ω =1.032 的密度圖

3.12 第一次相變，基態數目的轉變 圖
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 系 轉頻 更接近於 0ω 時，Ω 0 1.008Ω =ω ，系統旋 率 相變次數將慢慢增加，當

統已經發生三次的 變，相 因此基態來到 4cN = 的狀態，圖 3.14 就是由 的兩

旋渦柱轉變成三 旋渦柱，

3=cN
個 和 2=cN 圖形一樣個 ，呈現出左右對稱，

旋渦柱，另兩條分布在兩側。 
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CCChhhaaapppttteeerrr   444

4

   四次位能井的效應 

44...111 動機 

上一章我們選擇

  

0ωΩ <
目 cN

的旋轉速度，因為有交互作用力關係，因此 的改變

對應不同的基底數 (圖 3.4)，我們知道系統旋轉速度

Ω

0ωΩ→會 ，基底間會

簡併態，而粒子群 擴散，由於離心力會往外 2r∝Ω有 ，因此合力 會

近於 0，所以實驗上也不容易來捕捉到這群 BEC 粒子，除了磁位能井外，再使

雷射光在 z方向上，也可以增加其位能， 

2
0 rΩ( )∝ −ω

趨

用

2 40 0
0 02 2

2 22( ) exp U UrU r U U r r
ω ω ω

⊥
⊥ ⊥

⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

�   4 ⊥ (4.1) 

(4.1)右邊第一項增加位能常數，第二項會減少徑方向的束縛力，而第三項就

我們想要的四次項位能井，其中

而

r⊥為 x y−是 平面的半徑方向[1]。 

如果考慮粒子之間的無交互作用力( 0gN = )且在非對稱位能井下，因此能量

函泛 可以寫成
2cN

k kE C
k

ε=∑ ，且從(3.33)知，
2 2

2
2 2
0 0

2 1 1k R kε
ω ω

⎛ ⎞Ω Ω
= + − +⎜ ⎟，

⎝ ⎠
可以看出當 0k = ， kε 會最小，所以最低能量落在 1cN = 的狀態，即沒有旋渦的

高斯分布圖形[2]。 

如果在無交互作用力下，系統角速度持續增加，令 0ωΩ >

c

所以是不存在的

，基底能量的第二

，表示最低能量有機會不斷地往下掉，即 的數目可以不斷地增加，

值也變大，最後為負的無窮大為不穩定狀態， ，但如果我們在

(3.17)上外加一個四次項的位能井，

N項將為負數

k
* 4

qE xλ= Ψ Ψ，所以能量泛函可以寫成， 

2
* 2 2 2 2 4

0[ ] ( ) 2
2

E dV mx i x x
m y

ω λ
⎛ ⎞∂

Ψ = Ψ − ∇ + Ω + + Ω + Ψ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∫

= =   (4.1) 

經過 ˆ
k k kH φ ε φ=再 ，可以表示成一維的微分方程， 

2 2
4 2 2

2 2
0 0

2(2 ) ( 4 )k k
d x x k x k
dx k kχ λ χ

ω ω
⎡ ⎤Ω Ω

− + + + + − + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ε χ (4.2) 

系統加了四次項的位能 有在 x 了解在 x方向增

，如果我們把它當作微擾項，不影

，是可以寫成解析解的形式，這裡利用數值方法算出

 

井，只 方向束縛，因為我們想

加其束縛力會對基底的數目組合產生什麼效果

響到能階 λ值，λ值可以逐

調整如圖 4.1，令 0 0.9ω Ω = ，計算出 kε一 和 k的關係，

井，選擇適當 k值，將有能量最小值的產生，因為 k和-k

可以看出加上四次項位

的對應能量是相同能
2 2 2k k k k k kE C C C 2ε ε ε− −= + =的， 會有最低能量的狀態， 的

態上，說明

因此基態落在 2cN =

0ωΩ >狀 時， ，

，不會讓粒子跑掉，同時也和第三章所做的一些結果來比較

差異性。 

 

可以藉由四次項的位能來解決 因為在距離中心越遠，

四次項的影響也越大

其
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圖 4.1 0,0.1,0.15,0.2λ = 且 0 0.9ω Ω = 對應能量關係 

 

'E E L= − ⋅Ω0 0.9ω Ω = ，基態為 2cN = 的狀態，從(3.6)當 可以了解，我們

讓系統轉頻率Ω漸漸變快時，系統的最低能量會逐漸降低，接下來逐漸調四次項

的強度，λ值可以一開始從零開始，也就是只有二次項的位能井，因為沒有交互 

用力關係，圖 4.1 中是找不到最小值的解。當 0.05λ =作 時，雖然有穩定的基態，

但沒有旋渦圖形的產生，當強度增加一倍時， 0.1λ = ，因為基底的波函數位置 
2( )A x Bke− −∝ ，所以波數 k變小時，兩個波函數會更接近地交互作用，因此會有明

，下面四張圖說明當顯地旋渦產生 λ
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值逐漸變大時，旋渦數變少了，而最低的能

提供在中央穩定 渦的產生，因此系統處在 的狀態。 

 

 

 

旋 2cN =量也漸漸增加，也

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.2 0.05λ = ；

 

 

 

 

 

 

圖 4.3 0.1λ = ； 0 0.9ω Ω = 的密度圖 0 0.9ω Ω = 的密度圖

0.15λ = ； 0 0.9ω Ω = ； 0 0.9ω Ω =0.2λ =圖 4.4 的密度圖 圖 4.5 的密度圖



444...222   能量泛函的解析和數值的計算 

系統加了四次項的位能井後，如果把四次項的大小變成微擾項，令λ為足夠

下（ Ω� =小的情況 ） 互作用力項也 當作

微擾項，所以我們寫出能量泛函的形式， 

，並不會影響藍道能階，粒子的交 把它

2
2* 2 2 2 2 4

0[ ] ( ) 2
2 2

gE dV mx i x x
m y

ω λ
⎛ ⎞∂

Ψ = Ψ − ∇ + Ω + + Ω + + Ψ Ψ (4.3) ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∫

= =  

交互作用力項最後再放進去，因此和第三章解微分方程相同，能階可以寫成 
2

2
2 0

2

2
0

1
2

1
k nR k ωε

ω

⎛ ⎞Ω
−⎜ ⎟

⎜ ⎟≈ + + Δ
⎜ ⎟Ω
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

其中
2

2
0

1R
ω
Ω

= +   (4.4) 

關於

    

 

為四次項的位能所造成的，可以寫成 nΔ
4 4 2 4

0
( ) ( )n kn

n n dx n x x c x n dx x cλ λ λ χ
=−∞ −∞

Δ = = + = +∫ ∫   (4.5) 

由於旋轉項的關係，因此基底的波函數
2( )a x ce− −∝ ，所以位置部分有偏移，而 c

為常數，

( )x c
∞ ∞

+

kχ 為上一章所計算的基底(3.33)，如果λ值漸增， 0n=Δ 就不適用，所以

基底 n 和 x n是和四次項有關係，所以我們就要用數值的方法來處理 kε [3]。 

我們把連續空間看成單位空間的連接，因此波函數 ( )r x nφ = 假設 r是連續

間距離，把 ( )rφ 改成φA，其中 ( 1)rδ δ< < +A A空 ，還有要遵守邊界條件(邊長 L)，

或0≤A L時，>A 0φ =A 。可以了解 ˆ ( )H r ( )rφ εφ= ，關於 2 2ˆ ( )H d dr U r= − +當 ， 

一項為動能項，而第二項總位能 包含式子(4.2)中的第二項部分，而也把

互作用力項

( )U r第

2*

2
g

Ψ Ψ Ψ交 先不考慮 因為把它視為微擾項且又為非線性項，不好，

寫成不連續形式，其中 Ĥ處理，接下來要把運算子

( )2 2 2
1 1( ) 2d r dr φ φ φ δ+ −= − +A A A ； 2( ) 2u U δ δ −= +A Aφ         (4.6) 

此運算子 可以用表示成矩陣形式， 

⎟

接下來我們

Ĥ因

 

 

2

1 2

ˆ

⎜
−⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

%
% % %  (4.7) 

1 2

2

2

u
u

H

δ
δ

δ
δ

−

−

− −

−

⎛ ⎞−

−L

L

u
u

⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

%

就可以解 Ĥ 的特徵函數和特徵值，其中最小的特徵值就是我們所要

求的能量ε，而特徵值所對應的特徵函數就是基底，其它能階對應的特徵函數就

是激發態。 

 當從數值計算的基底是以矩陣來表示，因為加了四次項不易寫出解析解的形

，因此再簡化(4.2)的形式(4.8)，可以利用(4.7)來得到 f 和 kχ式 的向量 

2
4 2

2 k k
d ax bx cx d f
dx kχ χ χ⎡ ⎤+ + + + =⎣ ⎦   (4.8) 
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所以試著用級數解的方法來表示波函數(4.9)，並代入(4.8)式 

 (4.9) 

後再使用遞回關係和邊界條件，再比較係數後而得到 ， 

0

n
k n

n
a xχ

∞

=

=∑  

na然

2 3
6 ( 6)( 5)

n n n n
n

aa ba ca daa
n n

4+ + +
+

+ + +
=

− + +
  (4.10) 

中(4.10)的 是當 的整數，所以我們先計算出 的值，再把值代

(4.10)就可 出 ，再用數值方法去列出一百項的波函數，而取得

波函數的過 有 ，因為初始值 和 的取得是有誤差的成分在，從 

.8)取得波函數的向量

6na +

以算

程中

0n ≥

6以上的值

複雜

0 5a a∼其

a
點

入

0a 1a此

(1,800)kχ ，向量表示從-4 到 4 且間隔取 0.01，因此 (4

0a ，而 也就是1a (401)kχ(401)kχ= 點的斜率，利用一階導數近似的方法取得，當

值不太精確時，在邊界附近表現出不平緩地下降曲線。 

由於取波函數的級數解過程中不太有效率，所以直接用數值計算來處理，會

得更有效率，其中積分時會使用辛普森法則，它是利用二次多項式來近似一對

區域內的函數

0a 和 1a取

 

顯

( )f x ，若通過三點依序為 0 0( , )x f ， 1 1( , )x f ， 2 2( , )x f小 ，而點和點

，可以得到下面的積分值 h的間距為

 
2

0
0 1( ) ( 4

3
x

x

h
2 )f x dx f f f= + +∫  (4.11) 

因此加上四次項的位能井後， kχ 就不能像(3.33)有解析解，起初用級數解的方

式也不夠有效率 後採用數值的方式來運算最低能量，並找出相對應的 k 值，

由於不能直接對

，最

kχ 微分計算，相對地所花的時間也較久；關於旋渦密度的圖形，

因為 kχ 所以改成矩陣的相乘來處理。 
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444...333   旋轉頻率所對應的基底關係 

系統加了四次位能井， 4xλ ，在中心附近的束縛力會隨著遠離中心而漸增， 

表示增加了穩定性，上一章的有效位能井 )2 2 2
0(effV mx ω= +Ω ，改成 

      2 2
0(effV mx 2 4) xω λΩ += +       (4.12) 

中λ其 是可以調整強度的，所以我們也不能當作微擾項，它會影響到能階變化，

所以第三章的有效位能是 2 2 2
0( )mx ω +Ω 當 0λ = ，在這裡先假設粒子交互作用力 

，逐一改變2gn = λ值， 0,0.01,0.03,0.2λ = ，看相變改變時基底的變化情形，圖

說明當沒有四次項時，當4.6 0ω Ω接近 1時，基底之間的 異會越來越小

是所謂的藍道能階，簡併態會產生，因此基底之間的組合會產生能量更低的基

態，粒子會逐漸往中央的兩端移動，

所以基底的數目不斷增加組合。 

 

 

 

差 ，也

因此粒子間的密度小，相互作用力也會變小，

 

 

 

 

 

 

 

 

 當開始調整λ值，圖 4.6 和圖 4.7 比較後，發現圖 發生了兩次的相變，4.7  

相較於圖 4.6 發生四次的相變，表示四次的位能井在中央外圍束縛此系統的影響

大，表現出較穩定的狀態，使圖 4.6 的過渡狀態也消失了，因為四次位

作用，所以 轉換到 的基態時，發生相變的過程可能很迅速，因此過

 

 

 

 

 

 

 

0λ =

較 能井的

1cN = 2cN =

渡狀態出現的時間很短。 

 

 

 

 

圖 4.6 ； 的基態的基底 

數目對應旋轉頻率關係。 

2gN = 0.01λ =圖 4.7 ； 的基態的基 

底數目對應旋轉頻率關係。 

2gN =

0.03λ =圖 4.8 ； 的基態的基 

數

2gN =
的 變化。cN0.03λ = ， 2gN =圖 4.9

底 目對應旋轉頻率關係。 
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 當位能四次項 0.03λ = ，我們發現只發生了一次地相變，發生在 0 1.085ω Ω =  

，因此系統的轉速也變得比 0λ = 和 0.01λ = 的例子還要快，需要的能量約 2.484， 

1N = 和 3N = 狀態在相變前，所帶能量值 ，因此系統的基態視為 1N = ， 

同樣道理用於 2cN

但比前面第一次相變所需的能量還要高，表示要克服的位能變大，圖 4.9 中的 

很接近c c c

= 和 4cN = 的狀況上，所以在相變後我們仍認定是 的狀 

態，但系統在相變改變的附近不像上一章的圖 3.12(

2cN =

0λ = )四個狀態的能階可以

別高低，也就是先後順序 1 3 2cN = → → 的狀態，而是 1 2cN = →辨 的情形

接下來當慢慢地去調整

。 

λ值，我們會好奇強度多少就會把旋渦柱消失或毀掉

呢？也就不再旋轉時，即粒子不帶著角動量，換句話說環流的量子化被四次項的

位能井破壞掉，所以束縛在中間呈高斯分布，λ值等於 0.2 時(圖 4.10)，系統

是 1N ≥ 的能階逐漸往上升，慢慢大於 1N
要產生旋渦柱或有環流量子化的效應是不太容易，所以只發生了一次相變，原因

c c = 的能階，因此要讓轉速要不斷增加，

c

變。再調高一點四次項強度，當 0.2
1=N 的能階會慢慢增加， ，就會有個交點就是所謂的相其它能階卻會慢慢下降

2 Ω小於 0ωλ = ，且轉速 ，從圖 4.11 可以知

相變的變化，除非道不會有 Ω大於 0ω ，會有 N 2c = 的基態產生，所以 0.22cλ = 為

能的臨界強度，當四次項位 0.22λ < 時，系統會有一次或以上相變發生。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

， 的 變化。2gN = cN 

 

1 0.22λ =的 變化。cN0 0.2λ = ， 2gN = 圖 4.1圖 4.1
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444...444

的作用力為相互排斥力，去調整排斥力的大小

，雖然仍把交互作用力視為微擾項，是不會影

值越大，

，其中 代表系統的總粒子數，

4.12(

   改變粒子交互作用力的效應 

當我們開始改變粒子間作用力，當作用力為相互吸引時，交互作用力強度 g
為負，反之亦然，這裡使用粒子間

看基態會隨著旋轉速率如何地改變

響到基底的能階，但計算總能量時，要考慮交互作用力項的貢獻， gN
表示粒子群較喜愛分開一N因此所需的能量也越大

1gN = )和圖 4.6( 2gN =點，圖 )可以來比較，當 gN
往左邊壓縮似的，說明作用力小，在位能井束縛下是較穩定的相較

，所以排斥力較小的粒子要發生相變，就是使系統轉速增加，發現在

第二次相變時，過度狀態也消失了。 

值變小時，圖 4.12

4.6

當系統轉速在

像是把圖

2gN =於

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖 4.12 0λ = ； 1gN = 的基態的基底 0 1.05ω Ω = ， 0λ =圖 4.13 當 ，

1gN =
 

； 2cN = 的旋渦密度圖。 數目對應旋轉頻率關係。 
 

0 1.05ω Ω = ，在不同作用力大小下，圖 4.13 和圖 4.14 都處

的狀態，由於 的所帶的能量較小，角動量的值也較小，且粒子群

，而 由於粒子間排斥作用，已慢慢往兩邊進行，其第一次

 

2cN = 1gN =

2=

在

gN較安定待在中央

0 1.12ω相變在 Ω = 左右，說明交互作用力大的粒子更容易有相變的產生。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 1.05ω Ω = ， 0λ =圖 4.14 當 ，

 2= ； 2cN = 的旋渦密度圖。 gN
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0.1λ = )在 1gN = 接下來要加入四次項的位能井( 的系統上，從上一節(4.3)

我們知道加上四次項的位能井後，會使系統穩定落在 數目較小的狀態，也比

較不

cN
容易發生相變，因此讓系統不斷地加快轉速，讓粒子的離心力克服掉束縛

力，發現此系統只發生一次相變(圖 4.15)，從結果可以知道由於四次項位能井

的關係，當 0 1ω Ω < ，會有穩定的 2cN = 的解，如圖 4.16 旋渦柱裡的旋渦數隨

著波數 k變大而變多，可以想成駐波的形成方式，但隨著轉速不斷加快，最後一

 

群粒子會被分離於兩側。 
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圖 4.15 0.1λ = ， ； 的變化 1gN = cN
圖 4.16 0.1λ = ， 1gN = ； 0 0.93ω Ω =  

2cN = 的密度圖 
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ChaCChhaapter   5   結論 pptteer 5r 5
我們先研究系統的非對稱位能下的旋轉問題，使用藍道規範轉換寫下波函

數，再由能量的 G-P 方程和 Thomas-Fermi 近似方法來解決，並在粒子數的限制

條件下找出最低能量的解，其中當接近簡諧頻率 0ω 時，而能階為藍道能階，計

算出來的波函數和能階都為解析解，發現粒子會往某一方向做無限的延伸，而被

另一方向所束縛住。 

 波函數可以分成奇數和偶數個基底組合，而 cN 為基 目組合，密度圖的

旋渦柱的數目為 1cN − ，但不代表 cN 的基態時有 1cN
底數

− 的旋渦柱，因為基態為過

度狀 現時對應的旋轉範圍很短暫；旋渦柱數的改變即所謂的相變，隨著旋

轉頻率變快而趨近於 0

態，出

ω ，波數增加，旋渦柱(數 ，將降低角動量的量值，

粒子所帶的能量往下降，相變次數更為頻繁。 

接下來加了四次項位能井之後，當旋轉系統超過

目)增加

讓

0ω ，可以尋找到穩定的最

能量解，我們調整四次項的強度，將改變了較遠程的束縛力，因此也限制系統

相變次數，原本出現有過度的狀態解也由於四次項束縛力的關係也消失了，因

四次項位能井破壞了前面的藍道能階，因此即使粒子所帶能量不斷上升，也不

易地做相變，因此當四次項強度

低

的

為

0.22λ = ，當 0ωΩ ≤ 時輕 ，系統都不會有環流量

化效應，也就沒有旋渦的發生。 

我們也改變粒子的交互作用力，這裡取 為正值，表示粒子間為相互排斥

，所以當交互作用排斥力變小時，粒子群是較安定地被束縛住，也就是不輕易

相變，可以想成離心力變小的關係，如果沒有加上四次項的作用力，改變交互

用力並不會破壞藍道能階，因此當系統頻率

子

g 

力

地

Ω接近 0ω作 時，能階將處在簡併態，

會變得更容易相變，所以當完全沒有作用力時，是不會產生相變的。 

 由於位能井的變化和旋轉頻率改變將決定系統處在何種基態的基底數目組

合( )，接下來還可以來處理雙位能井(double well)的問題，讓系統的粒子是

否較喜愛處在偶數的基底組合(偶數家族)並觀察旋渦相變和能階變化的情形。
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