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遞迴點線面 
許介彥 

大葉大學  通訊與計算機工程學系

前言 
平面上的 n 條直線最多可將平面劃分成

幾個區域？空間中的 n 個球面最多可將空間

切割成多少塊？這類計數問題常可透過遞迴

關係來解決。本刊第 243 期「遞迴關係在計

數問題的應用」一文中，筆者曾經舉了兩個

這方面的例子；本文中，讀者將看到更多遞

迴關係在此類問題的應用。 

 

例題 

問題一： 

對任意大於 2 的正整數 n，一個凸 n 邊

形總共有幾條對角線？ 

解： 

一個凸 n 邊形有 n 個頂點及 n 條邊。假

設 an代表一個凸 n 邊形的對角線個數；由於

三角形沒有對角線，因此 a3 =  0；由於四邊

形有兩條對角線，a4 = 2。我們希望能求得數

列 K,,, 543 aaa 的一般式。 

假設我們已知一個凸 )1( −n 邊形的對角

線有 1−na 條；如果再增加一個新的頂點而使

得多邊形成為凸 n 邊形，對角線會增加幾條

呢？新加入的頂點與原來的 )1( −n 個頂點中

某兩個頂點的連線構成了 n 邊形的兩條邊；

這兩個舊頂點的連線原來是 )1( −n 邊形的一

條邊，在新的頂點加入後，這條線卻成了 n

邊形的一條對角線。除了這兩個舊頂點不

算，新加入的頂點與其他的 )3( −n 個舊頂點

的每個點的連線都會是新多邊形的一條對角

線，因此新加入的第 n 個頂點使得對角線增

加了 )2()3(1 −=−+ nn 條，也就是說， na  = 

)2(1 −+− nan ；再配合數列的初始條件，我

們有了完整的遞迴定義： 
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由此不難解得數列的一般式為 

,
2

)3( −= nnan   3≥∀n . 

因此，任意一個凸 n 邊形的對角線總共

有 2/)3( −nn 條。 

讀者也許已經察覺，就這個問題而言，

遞迴的作法未必是最好的作法。一個更「漂

亮」的作法是注意到由 n 個頂點可決定

)2,(nC 條線段，這 )2,(nC 條線段當中只有 n

條不是 n 邊形的對角線，它們是做為圍成 n

邊形的 n 條邊，因此一個凸 n 邊形的對角線

總共有 ))2,(( nnC − 條，而 

2
)3(

2
)1()2,( −=−−=− nnnnnnnC  

與遞迴作法的答案相同。 

問題二： 

對任意大於 3 的正整數 n，一個凸 n 邊

形的所有對角線在多邊形內部總共有幾個交

點？（假設對角線之間在多邊形內部沒有三
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線共點的情形。） 

解： 

假設 an代表一個凸 n 邊形的所有對角線

之間的交點數；由於四邊形的兩條對角線之

間有一個交點，很顯然 a4 = 1。 

考慮任意一個凸 )1( −n 邊形。假設我們

將其頂點依順時鐘方向編為 1V , 2V , ..., 

1−nV ，而且已知它的所有對角線之間有 1−na

個交點。如果我們在 1V 與 1−nV 之間插入一個

新的頂點 nV ，對角線的交點會增加幾個呢？

很明顯，新的交點必定全都位於與 nV 相連的

「新」對角線上；與 nV 相連的新對角線總共

有 )3( −n 條，分別是 nV 與 2V , 3V , ..., 2−nV 等

)3( −n 個點的連線，我們希望能夠知道在這

)3( −n 條對角線上總共增加了多少個交點。 

假設 nV 與 kV 的連線（即線段 knVV ）

是 任 意 一 條 新 的 對 角 線 ， 其 中

)2(2 −≤≤ nk ；這條對角線將凸 n 邊形一

分為二，也將其他 )2( −n 個頂點分成了兩

群，其中一群含有 1V , 2V , ..., 1−kV 等 )1( −k

個頂點，另一群則含有 1+kV , 2+kV , ..., 1−nV

等 )1( −− kn 個頂點。由於所有與 knVV 有交

點的對角線的兩個端點必定分別屬於被

knVV 隔開的兩群，因此線段 knVV 上總共有

)1)(1( −−− knk 個與其他對角線的交點；這

些交點都是「新」的，都是由於加入新的

頂點 nV 而產生的。以上的論述對所有的 k

都適用，因此，新加入的頂點 nV 總共可讓

對角線的交點增加 

∑
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再配合數列的初始條件，我們有了完整

的遞迴定義： 
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由這個遞迴定義我們已經可以求出任意

一個凸 n 邊形的所有對角線間的交點個數。

另外，由於 
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我們又可以將數列的遞迴定義改寫為 
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由這個定義很容易可以推導出數列的一

般式為（ 4≥∀n ）： 

24
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既然一般式這麼簡單，一定有一個簡單

的解釋；仔細一想，我們就了解為什麼 na 會

等於 )4,(nC 了，因為一個凸多邊形的任意四

個頂點恰好決定了一組（兩條）相交的對角

線，因此也恰好決定了對角線之間的一個交

點（見下圖）。 
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當我們求出與 nV 相連的對角線上有

6/)3)(2)(1( −−− nnn 個交點後，如果不用遞

迴的觀點，其實也可以求得 na 的一般式，因

為根據相同的推導過程，其實不只是 nV ，與

其他任何一個頂點相連的 )3( −n 條對角線上

也都有 6/)3)(2)(1( −−− nnn 個交點；不過全

部 對 角 線 的 交 點 個 數 並 不 是 n 乘 以

6/)3)(2)(1( −−− nnn ，這樣算的話每個交點

都被算了四次，因此再除以 4就對了： 

)4,(
46

)3)(2)(1( nCnnnn =×−−−
. 

附帶提供讀者一個思考問題：一般凸 n

邊形的對角線可能有三線共點的情形，請

問：一個凸 n 邊形的所有對角線在多邊形內

部最少有多少個交點？ 

本刊第 243 期「遞迴關係在計數問題的

應用」一文中的第三個及第四個例題是有關

切割平面的問題，由遞迴的作法不難得知 n

條直線最多可將平面切成 2/)1(1 ++ nn 個區

域，而如果任意兩個橢圓之間都正好有兩個

交點，那麼 n 個橢圓可將平面切成 22 +− nn

個區域。以下是另外三個相關的問題。 

問題三： 

對任意正整數 n，平面上的 n 個圓最多

可將平面切成幾個區域？ 

解： 

為了要讓切成的區域數儘量多，這 n 個

圓當中不應該有任何兩個圓互相重合，也不

應該有任何三個圓交於同一點，而且這 n 個

圓之間的交點數應該儘量多。 

既然任意兩個不重合的圓之間的交點數

最多為二，這個問題其實和有 n 個橢圓且任

意兩個橢圓間都正好有兩個交點的問題在本

質上是一樣的，因此 n 個圓最多可將平面切

成 22 +− nn 個區域。 

也許有讀者會懷疑是否對任意正整數

n，我們都能在紙上畫出 n 個兩兩之間各有兩

個交點的圓，這是辦得到的；以下是 n  =  3

及 n  = 4時可能的情形： 

三個圓，區域數為8

 

四個圓，區域數為14

  讀者不難看出這樣的畫法可以輕易地擴

展到更大的 n 值。 

問題四： 

對任意正整數 n，空間中的 n 個平面最

多可將空間切成幾個區域？ 

解： 

為了要讓切成的區域數儘量多，這 n 個

平面當中不應該有任何兩個平面互相平行或

重合，也不應該有任何三個平面共線。 

假設 an代表空間中的 n個平面最多可將

空間切成的區域數；很明顯 a1 =  2。我們希

望能求得數列 K,,, 321 aaa 的一般式。 

以遞迴的方式來思考。假設空間中已經

存在 n 個平面，而且它們之間位置的安排使

得空間被切成了 na 個區域。現在我們要再加
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入一個平面，而且希望這個第 )1( +n 個平面

能夠讓空間中新增加的區域數儘量多。 

由於這個新的平面不與任何已存在的平

面平行或重合，因此它與原來的 n 個平面交

於 n 條直線，這 n 條直線都落在這個新的平

面上，而且沒有任何兩條直線互相平行或重

合。我們已經看過，這樣的安排會將平面劃

分為 2/)1(1 ++ nn 個區域，而新平面上由這

n 條直線劃分出來的每個區域其實都會將空

間中由原來的 n 個平面切出來的某個區域一

分為二，因此新加入的第 )1( +n 個平面會讓

空間中增加 2/)1(1 ++ nn 個區域；再配合數

列的初始條件，我們有了完整的遞迴定義： 
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由此不難推導出數列的一般式為 

6
)5(1

2 ++= nnan ,  1≥∀n . 

因此，空間中的 n 個平面最多可將空間

切成 6/)5(1 2 ++ nn 個區域。 

問題五： 

對任意正整數 n，空間中的 n 個球面最

多可將空間切成幾個區域？ 

解： 

為了要讓切成的區域數儘量多，這 n 個

球面當中不應該有任何兩個球面互相重合，

或完全不相交，或只交於一點（相切）。 

假設 an代表空間中的 n個球面最多可將

空間切成的區域數；很明顯 a1 =  2。我們希

望能求得數列 K,,, 321 aaa 的一般式。 

以遞迴的方式來思考。假設空間中已經

存在 n 個球面，而且它們之間位置的安排使

得空間被切成了 na 個區域。現在我們要再加

入一個球面，而且希望這個第 )1( +n 個球面

能夠讓空間中新增加的區域數儘量多。 

由於這個新的球面不與任何已存在的球

面重合，或完全不相交，或只交於一點，因

此它與原來的 n 個球面交於 n 個「圓」，這 n

個圓都落在這個新的球面上，而且沒有任何

兩個圓互相重合，或完全不相交，或相切；

換句話說，球面上的這 n 個圓當中，任意兩

個圓之間都正好有兩個交點。我們由問題三

知道，這樣的安排會將球面劃分為 22 +− nn

個區域，而新球面上由這 n 個圓劃分出來的

每個區域其實都會將空間中由原來的 n 個球

面切出來的某個區域一分為二，因此新加入

的 第 )1( +n 個 球 面 會 讓 空 間 中 增 加

22 +− nn 個區域；再配合數列的初始條件，

我們有了完整的遞迴定義： 
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由此不難推導出數列的一般式為 

3
)83( 2 +−= nnnan ,  1≥∀n . 

因此，空間中的 n 個球面最多可將空間

切成 3/)83( 2 +− nnn 個區域。 

 

結語 
本文的寫作動機是由於有讀者來信詢及

八個球面最多可將空間分割成幾個區域，由

問題五可知當 n  = 8時，有 3/)82464(8 +−  =  

128個區域。 

遞迴的思考方式對處理計數問題而言確

實相當重要，可以有效地解決許多不同類型
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的難題，不過畢竟不是萬靈丹；我們在本文

的問題一及問題二也看到，有些問題用遞迴

的方式做起來就不是那麼漂亮，不見得是最

好的作法。作數學題目本來就應該多方嘗

試，不拘泥於定法，隨時要能敞開心胸，保

持彈性；這才是真正不變的法則。 
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