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教學改革標準中， r 理解」是數學教

學與學習活動中最重要的旨趣 (National

Council of Teachers of Mathematics [NCTM],

2000; National Research Council [NRC],

2001) 。根據研究指出探究教學足以提升學

生數學學習的理解(Fennema ， et a I.,

1996)'數學探究所要強調的就是學習者白

發性的「做數學J (doing mathematics) ，在

過程中尋找問題本質的樣式、提出猜想並

藉由反駁進行修正並與他人進行溝通與論

述(Baroody， 1993; Mason , Burton , & Stacey,

20 10; NCTM , 2000; Peirce , 1955) 。然而，

「學生不會意外地成為主動的學習者，除

非經由計畫性的設計，始能讓學生進行結

構性的探究 J (Richards , 1991 , p.38)' 此計

畫性的設計即是教師能為學生數學思考發

展佈建完整的假設性學習軌線(hypothetical

learning 甘ajectories， HLT)(Simon, 1995) ，也就

是針對學生的學習活動具體擬定學習目標

與達成目標的假設性學習過程。因此，對

於中小學教師而吉了解學生數學思考發展

歷程，將有助於學習軌線的建置。「數學的

*為本文通訊作者
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三個世界」是學者 David Tall 畢其一生在數

學教育中致力理解所有年齡層不同學習者

的數學認知發展成果，就數學學習的認知

發展過程而言，基本上由三個不同的基礎

運思所構成，其一是透過物理及心智上的

具象(embodiment) ，包括使用視覺及其他

廠官的行動，其次是透過數學符號表徵算

術、代數及演算法中的過程及概念，第三

是以形式性的語言進行高階數學思考，數

學的三個世界即是以此三種運思為基礎的

數學認知發展歷程，分別是具象(概念)、

符號(過程概念)、形式(公理)。事實上，

個人數學思考的發展是建華在先天生成

(set-before)及後設經驗(met-before)兩個基

礎上，將知識結構進行心智壓縮(mental

compression) 成可思考概念 (thinkable

concept)，在可思考概念間進行連結及建構

知識結構，加以擴充、解構與重構、特殊

他及一般他(Tall， 2006 , 2009 , 2013)後，形

成數學認知發展的三個世界。本文旨於深

人淺出地探討數學的三個世界理論組成面

向，以活動實例深人詮釋，並透過相關實

徵性研究探討與教學建議，提供中小學教

師作為協助學生發展數學思考之參考。
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貳、數學的三個世界理論架構及其

運作模式

一、長期數學學習的基礎

(一)先天生成(set-before)

先天生成意指我們與生俱來需

要時間由大腦熟成後進行連結的心

智結構，即辨別樣式及異同、建立重

複程序的能力與語吉(Tall ， 2006 , 2008 ,

2013) 。辨別樣式及異同，是心智組合

的發展的結果，以鳳官上的視覺、聽

覺、嗅覺、味覺、聽覺加上諸如肌肉

張力、位置及方向的空間廠等，綜合

這些官能幫助我們進行數學思考，如

辨認幾何、算術中的一般化樣式。第

二個先天生成的能力是幫助我們達

到自發性表現之具有重複性程序的

行動，此種能力的基礎是程序性思考

(procedural thinking) ，在不考慮細節

的情況下自動執行必要的程序，此能

力是數學學習的重要基礎，如執行複

雜運算的演算法中直式運算的加減

乘除，或以演算法解決代數方程、短

陣乘法、尋找微積分中的導數等。第

三個人類先天生成的能力是語言，語

吉是數學思考中的重要組成，並非僅

止於以自然語言討論數學想法，更重

要的是幫助我們整合辨別樣式及重

復程序兩者，使我們能夠分類及詮釋

數學想法，如點、線、正弦函數、質

數、變數、導數、代數等。數學思考

不僅包含一般語言中名詞、動詞、形

容詞、連接詞、副詞等，更包含新型
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態的整合與創作，如過程概念

(procept) ，此符號同時代表過程及符

號。此三項先天生成的能力，造就人

類與其他生物物種的不同。舉例來說

在操作重複程序直至成為自發性的

過程，我們的心智已將此程序加以內

化成為一種潛能，如系統性的舉特殊

例(Mason， et a I., 2010)' 數字從 l 、 2 、

3 不斷增加一個接著一個，直到我們

開始鸝覺可以無限延伸為止，此種重

複程序的經驗在我們長期數學認知

發展中是潛無窮(potential infinity)的

重要基礎(Tall ， 2006 , 2013) 。

(二)後設經獻(met-before)

後設經驗(met-before) (如lcGowen

& Tall , 2010 , 2013; Nogueira de Lima

& Tal l. 2008: Tal l. 2004. 2006. 2008

2013)意指學習者對於新事物的學習

如何受經驗的影響，後設經驗是一種

以過往的學習經驗為基礎所形成的

心智結構，同時表徵以先備知識作為

學習新知基礎的支持觀點(supportive

aspect)及造成困惑及阻礙進步的問題

觀點(problematicaspect)。後設經驗的

支持觀點是建構課程的基礎，如學習

計數之於整數概念、加法之於減法、

連加之於乘法;問題觀點則是困惑與

異例所造成學習者無法理解的現

象，如負負得正、虛數的平方為負

值，另如算術中3+2 得 5 '代數中 3+2x

並沒有答案直到x 的值確定為止，但

如果 x 的值是確定的為何不在代數式
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他

中以確定的值直接取代即可?後設

經驗可能在某些情境中產生新的支

持觀點，但卻在另一情境中卻是問題

觀點，如減法在物理性質上是“拿走"

的意思，如 5 顆蘋果可以拿走 3 顆，

但卻無法拿走 6 顆，我們無法拿走比

擁有還多的物件因為所留下的物件

不得少於 0 ，但在代數上卻可以輕易

地完成 5 減負 2 得 7 。絕大部分的課

程僅聚焦於擴大正面後設經驗的基

礎，卻乏於探討可能造成學習者困難

的後設經驗，如數學家在其心目中存

有分析及微積分中的極限邏輯分析

基礎，但這些經驗卻不適用於初學的

微積分的學生，並可能造成學習者理

解上的困難(Tall ， 2008) 。因此，後設

經驗的支持性觀點及問題性觀點，某

種程度存在對概念理解上所謂譬喻

(metaphor) (Lakoff & N白白ez ， 2000)的

雙刃性。

二、心智的壓縮與連結

(一)心智壓縮(mental compression)

知識的壓縮是我們所有思考發

展的核1['，歷程(Gray & Tall , 2007; Tall ,

2006 , 2013) ，簡言之，數學想法的精

緻性化約仰賴於心智壓縮的過程

(Th urston , 1990) 。心智壓縮的想法源

自 David Tall 發想於數學家 Thurston

的洞見:

數學上的心智壓縮令人出奇:你

可能很長一段時間亦步亦趨地掙扎於
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以不同途徑處理教學想法，一旦你在其

實理解中洞見問題的整體性，通常是在

經過驚人的心智壓縮過程之後，進而你

在處理其他過程的步輯中隨時立即而

完整地取用該過程，此種洞察實在是數

學的一大樂趣(Thurston 1990, p. 847) 。

心智壓縮意謂在複雜現象中，聚焦於

關鍵性面向加以命名並將之視為任

意運用的可思考的整體，即是可思考

概念 (thinkable concept)(Gray & Tall ,

2007; Tall , 2013) ，一個「可思考概念」

之意涵包括物件名稱、性質、關像、

情國以及任何人類心智可能得以聚

焦的面向。心智壓縮通常透過膠

(encapsulation)的他約過程來進行

(Tall , 2013) ，即程序(procedures)轉化

成物件(object)的歷程。膠囊忱的概念

也等同於 Piaget (1972 , p.7) : r 數學整

體而言可視為結構的建置，數學的整

體從一個層級移動到另一個層級，這

樣的過程在其中轉變成為一個理論

物件(object of the theory) ，並且，這

個過程會一直重複達到結構性的交

替或是被一個更強大的結構給取

代 J '接著 Davis (1984)以和緩性視覺

次序 (visually moderated sequence)表徵

對於每個解題過程加以記錄並提示

下個步驟直到問題被解決為止，他同

時使用「程序」作為執行資訊處理的

「過程」中特定的演算法(Davis，

1983) 。此外， Greeno (1 983)以概念實

質(conceptual entity)描述資訊處理過
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程中可被輸入其他程序的程序，因而

激發 Dubinsky (1991)與 Sfard (1991)

分別以 APOS (行動 Action 、過程

Process 、物件 Object 、基模 Schema)

以及具體化(reification)作為過程轉化

為物件(object)的表徵。 Sfard 假設兩

種概念發展的取向，一是要在焦於過程

的操作性(operational) ，另一則是要在焦

於物件的結構性(structural) 0 Gray 和

Tall (1994)以過程概念(procept)總結

過程一物件的發展過程，整合計數

(counting)觀點中的「己知事只」

(known facts)與「推論事實j (deriving

facts) ，借鑒 Davis (1983)的主張，使

用「程序j (procedure)概念表徵演算法

與結果間之關f祟，如 4+2 同時代表加

法過程(process of addition) (藉由不同

的程序)與和的概念(concept of sum) ,

並將過程 (pro-cess)與概念(con-cept)鑄

合成為一個新的表徵一過程概念

(procept) 。表 l 為過程一物件的概念

發展歷程(Tall ， Thomas, Davis, Gray, &

Simpson, 2000, p.4)。

基礎的「過程概念」是由三個元

件所鑄合:產生數學「物件」的「過

程」、用以同時表徵過程及物件的「符

號 j (Gray & Tall , 1994) ，由於過程概

念符號同時表徵過程及物件，因此具

有對偶性(duality) (如表 2) 。

總結上述論述，心智壓縮通常發

生在幾個面向中:

(1)以最不費力氣的方式自動執行的行

動一基模(action-schemas)，即一個完

整的可思考過程;

(2) 過程概念，使用符號同時指涉過程及

概念表徵可思考概念;

(3) 分類，經分類及命名的心智物件即是

可思考概念;

(4) 思考實驗，可思考概念間的操弄與連結

(5) 非形式他數學推論，是產生過理性定

義的基礎為數學理論的可思考概念;

(6) 較高層次的知識基慎，如整數、歐幾

里得幾何等可被命名為可思考概念知

識範疇(Tall， 2006) 。

表卜過程一物件轉化發展歷程

過程(process)

Piaget (50年代)

Dienes (60年代)

Davis (80年代)

Greeno (80年代)

Dubinsky (80年代)

Sfard (80年代)

Gray & Tall (90年代)

行動、運算

預測

緩和視覺次序

程序

行動

過程內他

程序

程序整合

輸人其他程序

過程內他

過程濃縮

過程
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物件(object)

思維的主題他物件

主體

事物、整體、名詞

概念整體

膠囊化物件

體化物件

過程概念
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表 2 、過程概念符號表徵之對偶性

符號 符號表徵之對偶性

。/b 分數

3/4 四分之三

5+4 加法

4x3 4+4十 4

4 乘以 3

+4 3日 4

7 負 7

3x+2 值

1t 圓周/直徑

limf(x) 趨近 G 的極限
x->a

「符號」在心智壓縮的過程中，

佔有重要的中介地位，我們可以從圖

i 漸進符號壓縮成果光譜的演進歷程

看出在學習數學的過程中，透過符號

的壓縮能逐步導致概念的精緻化，進

而發發展數學概念。其中精緻他歷程

共分五個階段，包括前-程序

除法

3 除以 4

和

12

正 4

減 7

3x+2 的值

3.14159 ..

極限值 MEak

(Pre-procedure)(o) 、程序

(Procedure)(i) 、多元程序 (Multi

procedure)(ii) 、過程 (Process)(iii) 、與

過程概念 (Pro-cept)(iv) 、 (Gary， Pitta ,

Pinto & Tall , 1999; Tall , 2013) 。分別

以 procept 及 APOS 理論詮釋如下表

3 。

表 3 、程序至過程概念的發展階段

階段

(0) 起始行動或是在行動前建立程序

(i) 程序:為執行操作的漸次程序

(i i) 多元程序:在不同的程序問選擇最有效的執

行相同的操作

(i ii) 單一輸人一輸出過程:過程被視為是整體，

由一個或是多個相同程序來作用

(i v) 過程概念:一個單一的可思考概念，由不同

的符號所表徵'具有過程及概念的對偶性
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Procept理論

程序

多元程序

等價程序作為

單一過程

Procept

APOS 理論

行動

過程

物件(膠囊化)
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圖 l 、漸進符號壓縮成果光吉普(引自Tall ， 2008 , p.6)

(二) J~"智連結(mental connection) 是建立重複性程序的能力，亦為概念

一旦可思考概念建立後，學習者 性知識之組成(Hiebert&Lefevr巴，

可透過「長期增強作用J (long-term 1986)· 陳述性知識是有關事務運作的

potentiation) 的過程在可思考概念問 方式及原理，結構性知識是針對制訂

進行連結(Gray & Tall , 2007) .並建立 計劃或決策時，為可能失敗的原因或

知識結構(Ta II , 201 3) .如 van Hiele 的 知識的缺失進行解題或擬訂高階策

幾何思考發展，從辨認到描述，爾後 略，如問題解決策略中的進人

進人定義、演繹及歐幾里得證明，整 (entry) 、攻擊(attack)及回顧(review)

數概念的發展中也有類似的脈絡，如

分數、小數、有號數、實數及負數等，

(Mason , et a I., 20 I0) 。知識結構的形

成幫助學習者統整與熟成可能不成

「知識結構」意指由個人所建構的知 熟的可思考概念，透過統整及鏈結，

識連結本體，同樣具有對偶性質，一 學習者可在長期增強作用下，在知識

為表徵個人的知識，另一則表徵連結

零碎知識間的結構，根據認知科學觀

結構中對於以成形之可思考概念加

以分類、命名及定義，因此，心智連

點知識結構可分為:程序性知識、陳 結是統籌心智壓縮過程的核心。

述性知識、結構性知識。程序性知識
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三、數學的三個世界

(一)理論基碴

個人數學思考奠基在辨認

(recognition) 、重複 (repeti lion)及語吉

(l anguage)三者人類與生俱來之先天生

成 (set-before) 能力，在後設經驗

(met-before)上將這些能力逐漸加以精

緻化，並透過心智壓縮過程形成可思考

概念後，建構數學認知發展的知識結

構，此一數學思考發展歷程攸關三個不

同的心智世界(如圖 2) ，並與經年累

月的數學活動發展息息相關 (Tall ，

2013) 。第一個數學世界「概念具象世

界 J (conceptual-embodied world)或是「具

象世界 J (embodied world) ，此世界成

長自我們在與真貫世界物件互動中，透

過精緻性的語言描述及定義，使我們能

將臨官經驗加以轉他成心象，如「完美

的直線 J' 第二個數學世界是過程一過

程概念性(procedural-proceptual)的「符號

世界 J '此世界以符號表徵心智對於計

算或程序加以膠囊他(encapsulated)或

壓縮(compressed)的結果，使我們可以

輕易地在「做」數學的過程及數學「思

考」間變換;第三個世界是公理

(axiomatic) r 形式化J (formalism)的世

界，此世界是以性質(properties)、形式

化定義(formal definition) ，作為明確說

明公理性數學結構的基礎，並且以此數

學結構定義新的概念、形式忱的定理證

明，以建構一致性的形式理論(Gray &

Tal l. 2007: McGowen. & Ta1 1.2010: Tall

2004, 2008 , 20 II , 2013) 。數學思考的長

期發展是藉由三個數學心智發展而

來，具象世界的發展自長期對於物件的

辨認、描述、定義及演繹的精緻化過

程，符號世界的發展基礎為人類將「做」

數學的過程壓縮成符號，如過程概念同

時作為可操作的數學過程及可思考概

念，公理化的世界則建基在理論集、定

義及演繹之上。以下就具象他、符號

化、形式化及綜合發展歷程敘述如下:

形式 FORMAL I 以定羲為真礎

.會~ . . . ~I 的形式化概念

三者交融 符號形式 l 以己如概念

fully Symbl叫Ic I 為基礎的定矗

Integrated Formal認
知
發
展

式

M
I

形
M
m

卑
心
啊

具

L
U
F

具象符號

Embodied
Symbolic

~單化符號

embodying
.ymb叫l.m

11- i-.tJ匕興草
.ymboU.lng
embodiment

符號

SYMBOLIC

具象 EMBODIED

圖 2 、數學的三個世界概念圖(引自Tall， 2008, p.5)
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1.具象他(embodiment)階段

具象物件為主的活動是建基在知覺

物件上去分析它們的性質，並用語言

描述它們以及尋找關條，簡吉之，具

象他是以物理特性的裝置(equipment)

用以表徵抽象他的數學概念 (Tall ，

2013) .舉例來說，如右手指出數線上

l 或-1 的位置，或是算盤上的算珠所

代表的位值等。在物理性的世界存在

諸多真象化的概念，從深究幾何圓

形、注視一個形體或圖形外型的視覺

表徵。隨著逐漸穩定的經驗、利用語

言來描述並進行關於數學物件的性

質推演，其知覺就會越發正確，最後

則形成知識或概念。具象他是形成可

思考概念(thinkable concept)的基礎，在

van Hiele 的幾何思考中發展通用概

念(generic conceptions) ，以及算術或代

數中藉由心智壓縮形成符號性的過

干呈一物件 (process-object)(Tall ，2007a) 。

2. 符號他(symbolism) 階段

在真象他階段的基礎下，符號化階段

除可將符號進行心智壓縮外，並進而

轉化成以符號行動為主的活動，是建

立在運作物件的過程中。如計數 2+3

的過程，在一開始，活動是透過真實

物件實際操作的具象階段，在這期

間，注意力轉移的焦點從物件的計數

過程到已知集合中的數詞符號，這數

詞符號的使用是允許像: 3+2 加的過

程變成心智活動構想出 3+2 的和是 5

的過程。過程中的算數(或者是接續
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的代數)皆利用符號去表徵心智概念

以及運思數學過程，稱為過程概念

(procepts)(Gray & Tall , 1994; Tall ,

2007a) .因為它們兼具表徵和過程或

概念，亦即過程概念可視為一種思考

並公式化數學，同時是一種對解題進

行計算的過程。在小學階段裡，以數

的系統為例，最早是發生於具象活

動，像計數後的結果形成數的概念、

組合的活動形成和的概念、連加變成

乘法概念、分的動作產生分數概念。

這樣關於數的符號即起源於具象活

動且以操作符號為過程，其間的關條

建立則以雙向互動的方式存在於具

象和符號之間。

3. 形式化(formalism)階段

形式他的數學概念通常是來自於不

斷對形式化性質為主的活動進行反

思的結果所致。形式化的數學概念僅

僅能在基礎數學裡一段較長的盟釀

期，基於真象階段和符號階段深究兩

者概念之間的性質與關f怠慢慢被建

構而成。也就是說，形式化的數學概

念是透過明確的定義和進一步的性

質經由形式化證明所演繹的。綜合來

說，真實物件是我們日常生活中知覺

和行動的一部份，早已存在於世界

裡，於是我們可以藉由廠官所覺察，

並加以描述或論述它們的性質和關

條，直到我們在心象上建構表徵鷗官

世界的心智圖像，這即是數學的概念

性具象世界。算術和代數的符號概念
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世界是相當不同的，算術符號活動主

要緊焦在真實物件可以被符號化的

行動上，而代數符號活動則是符號從

心智物件的本身可以被運作所構想

出來的。至於在形式他公理世界裡，

概念是來自於我們賦予的口語定

義，然後利用形式他演繹的過程辯證

它們的性質。總之，具象他、符號他

以及形式化皆是以數學思考為基

礎，經由認知主體不斷抽象他的歷

程，使得關於數學思考的認知歷程更

加精緻。

4. 綜合發展

學校數學建構在實體概念及行動的

具象上:操作幾何圖形、分類、指涉、

計數、分享等，一旦這些做數學的過

程變成例行性的工作，學生即可將之

符號化成為數字，並用以表徵操作程

序或是心智構念上的整體，當注意力

從具象轉移至符號操弄時，數學思考

亦隨之轉移至過程概念的

(proceptual)符號世界，簡吉之，具象

他賦予學校數學學習不同情境脈絡

意義，而符號化提供算術及代數心智

上的計算能力，稍後，形式化公理世

界時則過渡自這些具象他及符號忱

的經驗，用以形成形式他定義及使用

數學證明來證明數學定理，形式化證

明的書寫是數學思考的最後一個步

鹿，它建構在具象他及符號化經驗的

意涵上，而形式化的理論的基礎是公

理(axiom) ，通常能引導生成結構定理
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(s仙C仙re theorems) ，意即公理系統是

較為精緻的具象化及符號忱的結果

(Tall, 2004, 2008) ,

(二)運作模式及實例說明

1.運作模式

數學思考以具象他世界作為基礎，隨

著個體的經驗成長，個體的具象他思

維得以變得更加精緻，過程概念世界

成長自概念具象化的世界，符號同時

表徵了過程以及概念。因此，符號概

念性思考可同時運作於程序性思維

與概念性思維之間，在不同數學領域

間皆存在過程概念性的符號世界，如

數、分數、小數、無理數、實數、代

數，甚至是極限論(theory of limit)中的

潛無窮(potential infinity)。個體對於真

實世界的覺知，透過語言及經驗形成

具象他數學思維，從行動中將概念膠

化成為符號物件，進人過程概念的

世界，過程概念的世界與具象他世界

各自具有不同型式的證明(prooη結

構，具象他世界的證明是透過思考實

驗，過程概念世界的證明是透過算式

的查驗或是利用代數表徵形成代數

概念，而過程概念與其象他兩世界的

思維奠定形式化數學世界的基礎。此

三個世界是個體數學概念的終身成

長歷程，從對於物件的覺知朝向具象

他的世界，從行動朝向過程概念的世

界，從形式化數學關條演繹朝向形式

他公理的數學世界(如圖3 )。



形式化數學世界

形式公理、定義及詮明

/
•具象化的數學世界

透過經驗及語\

言逐漸精緻化 \

覺如

外在世界

\
• 過程概念的教學世界

/使用符號進行階

/月層性概念壓縮

行動

國 3 、教學的三個世界的運作模式

2. 實例說明

為了釐清上述證明的意思，下述將例

舉三個涉及中小學數學領域中相關

的真體例子加以說明。

例一:從「動作證明」到「歐式證明」

用「三角形的內角和為 180 度」幾何證明

例子，來區別不同序列的詮明發展，國 7

表示的具體證明，利用具體的三角形並將

L. A 和L. C 剪下後，將 A 、 B 、 C 三角的

頂點放在一起，可以發現三個角度正好可

以排成一個平角，也就是三角形的內角和

為 180 度，此乃屬於動作的(enactive)的證

明，且這種證明屬於特定的三角形證明，

無法推廣到一般化的結呆。

而在上述這種動作的證明下，經過學

生適當的反思以及思考實驗，再將之

前具體操作的證明轉換成口語的歐

式證明，圖 4 表示的即為歐式證明，
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圍中直線 DE 過 B 點且平行 AC ' 因

為內錯角相等，可得L. ABD 等於

L. A 、L. CBE 等於 L. C' 並且從閩中可

知L. ABD+ζCBE+ζABC=180 度，所

以 L. A+ ζC+ L. ABC= 180 度，即可證

出三角形的內角和為180 度。

A\lC
圖 4 、實體證明的展示

這樣的證明歷程顯示具象的世

界乃是一自然的環境可以讓學習者

透過視覺他、語言、口語化等媒介，

再經過反思，而使得具象的動作證明

壓縮為歐式證明。若以 Tall 的三個

世界之說，歐式證明之後必然會進階
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到形式證明，根據 Tall 的詮釋，歐

式證明與形式證明最大的差異在於

前者真基於形體的具象概念，且這些

概念可以用口語地定義與視覺地描

繪或想像;而形式證明則使用形式定

義，這些定義不需要提出特定的真體

表徵，如歐幾里得幾何原本中的公理

化論述。

例二:數字 5 從計數至可思考概念的壓縮

去。圖 6 為具象物件徵透過程序壓縮形成可

思考概念的過程(Tall ， 2013) ，被童從 5 個

不同形狀的物件籍由庭、用計數程序知

識，在計數過程中得到 5 個心智表徵物件

的概念，並在心智壓縮過程形成數字5 的

可思考概念。此時數字符號5 表徵自真實

世界中透過對於實體物件的計數過程形

成數字概念，比過程概念同時表徵與數字

5 相關的過程概念，如 4+1 、 2+3 、 3+2 、

7-2 等，此種過程概念性思考(proceptual

thinking)有助於核童達到彈性思考的目

的。

D

A
圖 5 、歐氏幾何詮明

概念性知識

失口言我是吉才聶

壓縮

過程概念 :5

• .- ~p.
.、 F 軒I;'

• • 7-2 )倍

t t :
計數五個物件三 工 4圭j可言RRM:

=缸"叭可Uii'l "}f.S .t ~ -.- :

:。有 工程序性知識 h 1, 2, 3,“;
自FLJ ( F 計數:V- ~()3

具象 符號

圖 6 、知識結構的形成歷程
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證明二:符號化例三 n 為正整數，試求 1+2+3...+n=?

重新書寫成

n+...+3+2刊，將兩級數和的每一

個

(n+ I) ，其和為 n (n+l) ， 則所求

n項個別相加，得結果為

1+2+3...+n將

•rrH
呵
呵

依此類推至第 n 列 n 個，並將階

證明一-具象他

以小石子按照下圓階段

列，第一列 l 個、第二列 2 個 ,

I:lPn(n+ I) 的二分之一為
段一的結果複製並旋轉九十度

、
‘
S
J

l+nr
s
E、

n
1-2

後與原階段一圓形加以組合成

+n+21+

階段二之矩形得小石子總數為

n(n+ I) ，而原圓形結果為 n(n+l)

的二分之一，因此，透過具象他
+ 1

=:>1+2+ 叫 =jw+l)

+(n+l)

(n -1) +

(n+l) + (n+!) +

n++)

的方式，可求得原問題之結果為

。

1EJ+n'
，
.
‘
、

nl

一
2

證明三:形式他

數學歸納法。

n
-.-A、

h、~

1

2

n+l

...
...

....
...

...
...

...
..i3

n

(待續)

階段二:組合兩個階段一的結果

( 51 自 Tall ， 2003 , p.8)
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階段一: 1+2+3...+n

圖 7 、具象化證明


