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均勻圓盤的圓周純滾動運動 
蔡尚芳 

私立吳鳳技術學院 電機工程系 

前言  

在重力下，若剛體具有軸對稱性，且

以軸上一固定點為支點，則其運動僅可能

為繞此支點的轉動，這樣的問題是剛體力

學中轉動的標準例子，其分析方法與相關

討論，在一般力學教科書中 (French, 1971, 

p.680；Goldstein, 1980, p.213；Landau & 

Lifshitz, 1976, p.112；Marion & Thornton, 

1995, p.445；Symon, 1971, p.454)，通常都

會 詳 細 加 以 交 代 。 對 高 中 與 大 一 學 生 而

言，只要能掌握一些基礎數學知識，如微

分與向量的概念與基本運算，並運用總力

學能必須守恆，以及力矩必等於角動量時

變率的定律，則分析與理解這類的問題，

實際上並無太大的困難 (蔡尚芳，2001)。  

如果沒有固定的支點，則剛體的運動

就變得複雜許多，因為除了轉動之外，同

時還有整體的移動必須考慮，因此除了剛

體 沿 斜 坡 或 水 平 直 線 的 滾 動 運 動 外

(French, 1971, p.652 ； Symon, 1971, 

p.369)， 一 般 高 中 與 大 一 普 通 物 理 教 材 中

較少提及這類型的問題，而比較專門的力

學教科書，有些會提及這類問題，但通常

都是使用拉格朗日的力學觀點 (Meirovitch, 

1970, p.160)，就高中與大一學生而言，並

不太容易掌握。  

事實上，當剛體沿著水平面上的圓形路

徑運動時，如果採用適當的分析方式，則就

難度與複雜度而言，與上述有固定支點的剛

體運動，基本上並無太大的不同。本文即以

均勻圓盤與圓環在水平面上沿著圓周的純

滾動為例，提出一種簡單的分析方法，說明

如何將其運動分解成整體質心的移動與繞

質心的轉動，並採用適當的參考坐標系來表

達與轉動有關的各種向量，以導出運動方程

式，進而求得運動的一些基本特性。 

這個方法，當然可用在具有固定支點

的剛體轉動問題上，也可加以推廣，用來

處理圓盤與圓環在水平面上沿著任一指定

路徑的運動，但本文中只以圓形路徑為例

導出其運動方程式，並求出作純滾動運動

的剛體圓環或圓盤，沿著直線或圓形路徑

前進，可以穩定的保持傾斜角而不致倒下

的最低速率。  

壹、一般剛體運動的基本公式 

考 慮 一 個 原 點 位 於 O 的 慣 性 坐 標 系

xyz(參見圖 1)。若將剛體看成是一個多質

點系統，並設其第 i 個質點的質量為 im ，

位置向量為 ir
r

，速度為 ivr ，所受的外力為

if
r

，則由牛頓運動定律可得  

Ffvm
dt
d

i
i

i
ii

rrr
== ∑∑ )(        (1) 
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上式中 F
r

為作用於剛體的總外力，一

般包括正向支撐力、摩擦力及重力。  

若此剛體之總質量為 M，質心 C 的位

置向量為 cr
r

，質心速度為 cvr ，則依定義可

得  

∑=
i

imM , ∑=
i

iic rmrM rr
, 

∑=
i

iic vmvM rr
              (2a) 

如 以 相 對 於 質 心 之 位 移 cii rrr rrr
−=′ 與

速度 cii vvv rrr
−=′ 表示，則上式後二式亦可

寫成  

0=′∑
i

ii rm r
, 0=′∑

i
iivm r

       (2b) 

而由 (1)與 (2a)兩式可得質心運動之加

速度 car 需滿足  

FvM
dt
daM cc

rrr
== )(            (3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

以原點 O 為參考點時，剛體所受之總

力矩 τr，等於各外力 if
r

對此點之力矩的總

和。因 ici rrr ′+=
rrr

，故得  

τ =×′+×=×= ∑∑∑
rrrrrrr frfrfr

i
ii

i
ic

i
ii )()()(

      τ ′+×=
rrr Frc                (4a) 

∑ ×′=′
i

ii fr )(
rrrτ               (4b) 

上式中 τ ′r 為外力相對於質 心 C 之總

力矩。  

剛體相對於原點 O 之總角動量 L
r

，依

其定義與 (2a)、 (2b)兩式可表示為  

vmrvMrvmrL
i

iiicc
i

iii ′×′+×=×= ∑∑ rrrrrrr
)()(

      LLc ′+=
rr

                 (5a) 

ccc vMrL rrr
×=                 (5b) 

∑ ′×′=′
i

iii vmrL )( rrr
            (5c) 

上 式 中 cL
r

為 剛 體 質 心 運 動 相 對 於 原

點 O 之總角動量，而 L′
r

則為剛體相對於其

質心 C 之總角動量。  

由 (1)與 (4a)兩式可得總角動量的時變

率等於總力矩 τr，即  

τr
rrrr

r

=×=×= ∑∑
i

ii
i

iii frvmr
dt
d

dt
Ld )()(     (6a) 

將 (5a)與 (4a)兩 式 之 結 果 分 別 代 入 上

式之最左邊與最右邊，可得  

τ ′+×=
′

+
rr

rr

Fr
dt
Ld

dt
Ld

c
c        (6b) 

但由 (5b)與 (3)式可得質心運動之角動

量的時變率為  
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FrvMr
dt
d

dt
Ld

ccc
c

rrrr
r

×=×= )(    (6c) 

將 (6b)式減去 (6c)式可得  

τ ′=
′ r
r

dt
Ld

                    (6d) 

(6a)與 (6d)兩式之結果顯示，不論以原

點 O 或以質心 C 當作計算角動量與力矩的

參考點，剛體之總角動量的時變率都等於

外力之總力矩。 

在 總 外 力 F
r

與 總 力 矩 τr 作 用 下 ， (3)
與 (6a)式 分 別 給 出 總 動 量 cvMr

與 總 角 動 量

L
r

的時變率，此兩式為分析剛體運動的基

本 公 式 。 以 上 的 討 論 顯 示 (6a)式 可 用 (6c)

與 (6d)二 式 取 代 ， 而 因 (6c)式 其 實 只 是 (3)

式在垂直於 cr
r

之平面上的分量式，故處理

剛體的運動時，可改用 (3)與 (6d)式即可，

本文以下即採用此一分析方式。  

 

貳、主軸坐標系之轉動角速度 

本文有時為簡化符號，會在一個物理

量的符號上冠以一或二點，以表示該量對

時間的一次或二次微分，例如 φ&與 φ&& 分別

代表φ 對時間 t 之一次與二次微分。  

任何一個具有軸對稱性的剛體，繞其

質心 C 的轉動慣量具有三個互相垂直的主

軸，設以 1、2、3 軸稱之。若取此剛體的

對稱軸為 3 軸，並令 1、3 兩軸與鉛直之 z′
軸共平面，則 1、2、3 軸形成一右手制正

交坐標系 (如圖 2)，本文中以主軸坐標系稱

之，並以 1̂e 、 2ê 、 3ê 分別代表沿坐標軸方

向的單位向量。注意：上述共平面之選擇，

一般剛體的轉動運動並不一定適用，但任

何剛體的轉動慣量則恆有三個互相垂直的

主 軸 (Marion & Thornton, 1995, p.414；

Symon, 1971, p.426)。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在 dt 的時間內，當 3 軸隨著剛體的轉

動 ， 致 其 在 xyz 坐 標 系 中 的 極 角 由 θ 變 為

θθ d+ ， 方 位 角 由 φ 變 為 φφ d+ 時 ， 由   

圖 2 可看出各坐標軸單位向量的變化為  

231 ˆcosˆˆ ededed φθθ +−=      (7a) 

ˆˆ2 ded ρφ−=  

)ˆcosˆ(sin 13 eed θθφ +−=     (7b) 

123 ˆˆsinˆ ededed θφθ +=        (7c) 

將 上 式 除 以 dt 可 得 各 單 位 向 量 的 時

變率為  

23
1 ˆcosˆ

ˆ
ee

dt
ed

+−= θφθ &&  

132 ˆ)ˆcosˆ( eee ×+= θφθ &&       (8a) 

13
2 ˆcosˆsin

ˆ
ee

dt
ed

−−= θφθφ &&  

231 ˆ)ˆcosˆsin( eee ×+−= θφθφ &&   (8b) 

12
3 ˆˆsin

ˆ
ee

dt
ed

+= θθφ &&  
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321 ˆ)ˆˆsin( eee ×+−= θθφ &&     (8c) 

若定義一向量 Ω
r

如下：  

332211 ˆˆˆ eee Ω+Ω+Ω=Ω
r

      (9a) 

θφ sin1
&−=Ω , θ&=Ω2 , 

θφ cos3
&=Ω                  (9b) 

則 (8a)-(8c)式之結果，可改寫為  

12332
1 ˆˆˆˆ

eee
dt
ed

×Ω=Ω+Ω−=
r

 (10a) 

23113
2 ˆˆˆˆ

eee
dt
ed

×Ω=Ω+Ω−=
r

 (10b) 

31221
3 ˆˆˆ

ˆ
eee

dt
ed

×Ω=Ω+Ω−=
r

 (10c) 

由 (10a)-(10c)式 可 看 出 主 軸 坐 標 系 之

各坐標軸，以 Ω
r

為瞬時角速度，繞質心轉

動。  

 

參、軸對稱剛體相對於質心之角動

量與其時變率 

軸 對 稱 剛 體 轉 動 之 角 速 度 ωr 可 用 沿

各坐標軸之分量表示為  

332211 ˆˆˆ eee ωωωω ++=
r

       (11a) 

由 於 剛 體 之 對 稱 軸 即 為 主 軸 坐 標 系

之 3 軸，故剛體轉動角速度 ωr 與坐標系 3

軸轉動角速度 Ω
v

沿 1 與 2 軸之分量相同，

即  

11 Ω=ω , 22 Ω=ω            (11b) 

若 以 質 心 為 參 考 點 ， 剛 體 繞 其 主 軸

1、2、3 的轉動慣量分別為 1I 、 2I 、 3I ，

則其相對於質心之總角動量 L′
r

可表示為  

332211 ˆˆˆ eLeLeLL ′+′+′=′
r

      (12a) 

111 ωIL =′ , 222 ωIL =′ , 

333 ωIL =′                   (12b) 

由 (6d)與 (12a)式可得  

′
+

′
+

′
=

′
r

)ˆˆˆ( 3
3

2
2

1
1 e

dt
Ld

e
dt
Lde

dt
Ld

dt
Ld  

τ ′=′+′+′+
r)

ˆˆˆ
( 3

3
2

2
1

1 dt
ed

L
dt
ed

L
dt
ed

L   (13a) 

若利 用 (10a)-(10c)式與 (12b)式，則 上

式之分量可寫為  

2332
1 )( Ω′+Ω′−+
′

LL
dt
Ld  

123332211 )( τωωω ′=Ω+Ω−+= III &     (13b) 

3113
2 )( Ω′+Ω′−+
′

LL
dt
Ld  

231113322 )( τωωω ′=Ω+Ω−+= III &  (13c) 

1221
3 )( Ω′+Ω′−+
′

LL
dt
Ld  

312221133 τΩωΩωω ′=+−+= )( III &  (13d) 

因軸對稱剛體之轉動慣量 21 II = ，故

由 (11b)式可知 (13d)式可簡化為  

333 τω ′=&I                   (13e) 

 

肆、圓盤(或圓環)於水平面上的圓

周運動 
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設均勻圓盤之半徑為 r，質量為 M，

對 稱 軸 (即 3 軸 )之 極 角 為 θ ， 方 位 角 為

φ (如圖 3)。當接觸點 B 於 xy 水平面上沿

半徑為 R 的圓形路徑前進時，此圓盤的質

心速度為 cvr ，繞質心轉動之角速度為 ω
r

。

設以 R
r

代表由 O 至 B 之徑向量，則圓盤質

心 C 之位置向量可表示為  

1êrRrc −=
rr

 

113 ˆ)ˆcosˆ(sin ereeR −+−= θθ    (14a) 

若 將 上 式 先 對 時 間 微 分 一 次 與 兩 次

後，再將 (9b)與 (10a)-(10c)式之結果代入，

則可得質心速度與加速度分別為  

32 ˆˆ)cos( ererRvc θθφ &&r
++−=    (14b) 

3
2

2

1
22

ˆ}sin)cos({

ˆ)}cos(sin2{

ˆ}cos)cos({

erRr

erRr

erRrac

θθφθ

θφθθφ

θθφθ

+++

+−+

++=

&&&

&&&&

&&r

   (14c) 

 

 

 

 

 

 

 

 

若作用於 B 點之外力為 BF
r

，並以 gr代

表重力加速度，則由 (3)式可得  

gMFaM Bc
rrr

+=               (15) 

利用上式與 (4b)式可得相對於質心 C

之外力總力矩為  

3

2
2
11

ˆ)}cos(sin2{

ˆ}cossin)cos({

)(

erRrMr

egrRrMr

gMaMerFer cB

θφθθφ

θθθφθ

τ

+−+

+++−=

−×=×=′

&&&&

&&&

rrrrrr

                                (16) 

以上求得外力總力矩之方式，只要接

觸點的運動路徑為已知，即可適用，並不

僅限於本文所討論的圓形路徑。  

若圓盤做純滾動運動，則其與地面接

觸點的速度 Bvr 須為零，即  

01̂ =×+= ervv cB ω
rrr

         (17a) 

將 (11a)與 (14b)式之結果，代入上式，

可得圓盤沿圓周做純滾動運動的條件為  

0)ˆˆ(ˆˆ)cos( 322332 =−+++− eerererR ωωθθφ &&

                               (17b) 

而將 (9b)與 (11b)式之結果代入上式，

則得  

3)cos( ωθφ rrR =+&          (17c) 

上式對時間微分一次後成為  

3sin)cos( ωθθφθφ &&&&& rrrR =−+  (17d) 

利用 (17c)與 (17d)式，(16)式可改寫成  

ˆ)cossin{( 23 egrrMr θθφωθτ &&&r
++−=′  

}ˆ)sin( 33 er ωθθφ &&& −+      (18a) 

故得力矩之分量為  

01̂1 =⋅′=′ eττ r
               (18b) 

θθφωθττ cos)sin(ˆ 3
2

22 MgrMre −+−=⋅′=′ &&&r

                               (18c) 

)sin(ˆ 2
33 ωθθφττ &&&r

−=⋅′=′ Mre  (18d) 

將以上三式、 (9b)與 (11b)式之結果代
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入 (13b)-(13d)式 可 得 如 下 之 圓 盤 運 動 方 程

式：  

θωθφθθφ &&&&&
331 )cos2sin( II =+    (19a) 

θφωθ sin)()( 3
2

3
2

1 MrIMrI +++ &&&  

θθθφ coscossin2
1 MrgI −=− &    (19b) 

θθφω sin)( 2
3

2
3

&&& MrMrI =+   (19c) 

使用與本節相同的方式，可將以上所

得的結果推廣，證明剛體沿任意水平路徑

的純滾動運動，仍然適用以上三式，此與

Meirovitch (1971, p.163)是一致的。  

 

伍、圓盤(或圓環)以固定傾斜角沿

圓周做純滾動運動 

若 圓 盤 偏 離 鉛 直 面 之 傾 斜 角 α 固 定

不 變 ， 即 απθθ +== 2
1

0  ( πα 2
10 <≤ )

為 定 值 ， 則 0== θθ &&& ， 代 入 (19a) 式 得

0=φ&& ， 顯 示 φ&為 定 值 。 另 由 (19c)式 得 此

情況下 03 =ω& ，即 3ω 亦為定值，故 (19b)

式簡化為  

00
2

103
2

3 cossinsin)( θθφθφω IMrI −+ &&

    0cosθMrg−=               (19d) 

以下分兩種情況來討論：  

(1) 圓 盤 盤 面 鉛 直 ， 亦 即 πθ 2
1

0 = ( 或

0=α ) 

上式簡化成為 0=φ& ，即 φ 為固定值，

故此時圓盤係沿直線做純滾動運動，質心

速率 cv 可為任意值，並無限制。  

(2) 圓 盤 盤 面 傾 斜 ， 亦 即 πθπ << 02
1 (或

πα 2
10 << ) 

設以 ρ 代表質心至 z 軸之距離 (亦即

質心圓周運動的半徑 )，即  

0cosθρ rR +=              (20a) 

則 由 純 滾 動 運 動 的 條 件 (17c)式 得 質

心速率 cv 為  

3ωφρ rvc == &               (20b) 

故 (19d)式可改寫成  

αα
ρ

α
ρ

cossin)(cos))()(( 2
1

2
3

v
I

v
r

v
MrI ccc ++

    αsinMrg=                 (21a) 

經整理後即得  

αρ
ρ
α

tan)
sin

1( 1
2

32 g
Mr

I
Mr
I

vc =++   (21b) 

於 上 式 中 代 入 圓 盤 之 轉 動 慣 量

1
2

2
1

3 2IMrI == 可得  

αρ
ρ

α tan)
4
sin

2
3(2 grvc =+     (21c) 

而代入圓環之轉動慣量 1
2

3 2IMrI ==

則得  

αρ
ρ

α tan)
2
sin2(2 grvc =+     (21d) 

若於 (21b)式中令 3I 與 1I 為零，亦即圓

盤只滑動而不轉動，則得  

αρ tan2 gvc =                (21e) 
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此結果一如預期，與彎道外側墊高至

路面傾斜角 為 α 時 (如圖 4)，視汽車或 剛

體為質點，以等速沿半徑為 ρ 之光滑圓形

彎道繞行的公式相同 (Crummett & Western, 

1994, p.132)。  

 

 

 

 

 

 

 

 

陸、盤面傾斜角固定時，圓盤(或圓

環)沿圓周做純滾動運動的穩

定性 

以 下 僅 討 論 r>>ρ 的 情 形 以 簡 化 問

題 。 由 (20b)式 ， 此 時 φ&遠 小 於 3ω ， 可 視

之為一階微小量。  

考 慮 圓 盤 在 極 角 0θ 附 近 之 微 幅 變

化 ， 令 εθθ += 0  ( 0θε << )， 並 忽 略 二

階 以 上 之 微 小 量 ， 則 (19a)-(19c)式 可 近 似

為  

εωθφ &&&
3301 sin II =            (22a) 

sin)()( 03
2

3
2

1 θφωε +++ MrIMrI &&&  

)cossin( 000 θθε −= Mrg       (22b) 

0)( 3
2

3 =+ ω&MrI            (22c) 

上 式 顯 示 3ω 為 固 定 值 。 若 將 (22a)式

對時間積分一次並令積分常數為 A，可得  

AII += εωθφ 3301 sin&         (22d) 

由上式與 (22b)式消去 φ&可得  

)()()(
1

33
3

2
3

2
1

εω
ωε

+
+++

I
AI

MrIMrI &&  

)cossin( 00 θθε −= Mrg         (22e) 

以 B 代表上式中之常數項，即令  

))((cos
1

32
30 I

A
MrIMrgB

ω
θ +−−=  

(23a) 

則 (22e)式經移項整理後可寫成  

BMrg
I

I
MrIMrI =−+++ εθ

ω
ε }sin){()( 0

1

2
332

3
2

1 &&

                               (23b) 

由上式可得 ε 作微幅振盪的必要條件

為等式左邊 ε 項的係數須為正值，即  

01
2
33

2
3 sin)( θω MrgIIMrI >+    (24a) 

由 上 式 與 (20b)式 可 得 此 情 況 下 質 心

速率 rvc 3ω= 必須大於一臨界速率 mv ，即  

)(
sin

2
33

01

MrII
MgrI

rvv mc
+

=>
θ

   (24b) 

若 改 以 圓 盤 之 傾 斜 角 α 表 示

( απθ += 2
1

0 )，即  

3
cos

)(
cos

2
33

1 αα gr
MrII

MgrIrvm =
+

=  

(24c) 



均勻圓盤的圓周純滾動運動 
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(1) πθ 2
1

0 = (或 0=α ) 

當剛體為圓盤時，上式成為  

3
grvm =                   (24d) 

由以上 (五 )之 (1)的討論，此時圓盤係

沿直線做純滾動運動，質心速率 cv 的大小

並無限制，但欲穩定的維持盤面與地面保

持 垂 直 ( 0=α )， cv 不 能 低 於 上 式 所 給 之

mv ，此一結果與 Meirovitch(1971, p.164)

相同。  

(2) πθπ << 02
1 (或 πα 2

10 << ) 

在 r>>ρ 的 情 況 下 ， 由 (21b)式 知 圓

盤質心速率 cv 可近似為  

3
tan2tan

2
3

αραρ g
MrI

Mgrvc =
+

≅   (25) 

由 (25)與 (24c)兩式可得  

)
sin

cos(
2

)
sin

cos(
22

3

1
2

2

α
α

ρα
α

ρ
r

I
rI

v
v

c

m ==   (26a) 

若 要 圓 盤 盤 面 穩 定 的 維 持 於 傾 斜 角

α 附近，則須 mc vv > ，此時由上式可得  

ρα
α

2cos
sin

2
r

>                (26b) 

由於上式左邊為 α 的遞增函數，故盤

面要穩定的維持傾斜角時，只需 α 大於以

下之最小角 mα 即可：  

0sin)1(sin
2

2 =+− mm
r αα
ρ

  (26c) 

 

即  

ρ
ρ

ρ

ρ

ρ
α

2
1)(1

)(

)(

1)(1
sin

2

2

r
r

r

r

r

m ≅
++

=
−+

=

                               (26d) 

由 於 r>>ρ ， 故 由 上 式 可 得

)2/( ρα rm ≅ 。 注 意 ： 由 (25)式 ， α 角 愈

大，質心速率 cv 亦愈大，此時盤面能夠維

持穩定之傾斜角的道理，與對稱陀螺的章

動現象相似 (蔡尚芳，2001)。  
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