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中文摘要 

本篇論文的目的為了解 Kitaev 模型的拓樸結構和拓樸絕緣體背後的數學結構。我

們先研究在二介質的情況下狄拉克方程式中的粒子質量參數由負到正，並考慮兩邊為

束縛態時的模型，接著考慮三介質束縛態的情況；而研究 Kitaev模型時，我們先從

tight-binding 模型開始。對它的漢米頓算子作變分得到其運動方程組，並將兩端的運動

方程式視為邊界條件，解出其粒子之狀態和能譜圖；再將模型一步一步的推廣至

Kitaev模型。 

 

tight-binding 模型的能譜總是連續。SSH模型的能譜則與系統粒子數的奇偶性有

關。粒子數為奇數時，若 w1w2，系統一定會有一個 zero-mode。當 w1w2，此 zero-

mode為侷限於左邊界的 edge-state; 當 w1w2，此 zero-mode則為侷限於右邊界的

edge-state。粒子數為偶數時，若 w1w2，系統沒有 zero-modes。若 w1w2，則系統總

是有兩個 zero-modes，且分別對應到侷限於左、右邊界上的 edge-states。Kitaev模型也

有類似的情況:若 2w  ，系統沒有 zero-modes。若 2w  則系統總是有兩個 zero-

modes，且分別對應到侷限於左、右邊界上的 edge-states。 

 

關鍵字：拓樸絕緣體、狄拉克方程式、Kitaev 模型。 
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第一章 簡介 

1.1 量子霍爾效應(Quantum Hall Effect) 

 若將電子氣體限制在二維系統下(例：二氧化矽和矽之間的二維界面會產生位能阱

會將電子氣體束縛於此)，並外加強磁場且超低溫環境。當這些在二維界面傳遞的電子

遇到雜質時，會繞過此雜質後繼續沿著原本之方向繼續運動，但是由於此系統需要外

加強磁場且低溫環境，因此限制了量子霍爾效應的應用空間。 

在量子霍爾效應中，由於外加強磁場使電子運行軌道產生量子化的現象，進而使得電

子能階量子化：
1

2
n c n 

 
  

 
，其中 c 為迴旋角頻率，並稱此能階為蘭道能階

(Landau level)，且能階間的間距皆為 c ，此時的能帶結構和絕緣體相似，但不同於

絕緣體的是，若外加一個電場，會產生出霍爾電流。電子會盡可能的擠在最低的蘭道

能階上，只有當最低能階填滿後電子才會跑到次高能階去。而每一個蘭道能階簡併數

為 N，等於穿過這二維材料的基本磁通( o /hc e  )數目，即 o/N BA  。所以磁場

愈大，則每一個蘭道能階可以填的電子數愈多。霍爾電導  2 /H n e h  ，其中

/en N N ，稱n為填充因子， eN 為電子數目。若填充因子為整數時，則最低的n個

蘭道能階剛好全部填滿; 如果填充因子不為整數，則有一個能階未被完全填滿。 

在界面完整且雜質極少的情況下，若溫度夠低且磁場夠強，實驗上可以觀察到整

數量子霍爾效應，即 H 總是為 2 /e h 的整數倍。在解釋整數量子霍爾效應時，可以

忽略電子和電子間的交互作用。繼續增加磁場強度則會發現，填充因子在簡單分數

(1/3, 1/5,2/5,1/7,2/7, 3/7,…)時也會觀測到量子霍爾效應，稱為分數量子霍爾效應。在解

釋分數量子霍爾效應時，電子和電子間的交互作用扮演十分重要的角色，這是凝態物

理中著名的強關聯電子系統。分數量子霍爾效應可以在砷化鎵(GaAs)和砷化鋁鎵

(AlGaAs)的二維接面中觀測到。 
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1.2 量子自旋霍爾效應(Quantum Spin Hall Effect) 

  在量子自旋霍爾效應中，自旋向上和自旋向下對應到的能量數量級相同，因此就

必須考慮「自旋─軌道耦合」(spin─orbit coupling)的量子效應。不同於量子霍爾效

應，量子自旋霍爾效應不需要外加磁場使得不同運動方向及自旋的電子分隔，但是材

料本身需要有夠強的自旋─軌道耦合效應，因此只有少部分材料能呈現量子自旋霍爾

效應。 

 由於在材料邊緣允許不同的傳遞方向，電子可以在不同的傳遞方向上具有不同的

自旋，所以會有四個傳遞通道。而在材料內部產生能隙此四個通道會分別侷限於材料

的邊緣，且不同運動方向的電子必須具有相反的自旋，這種狀態稱之為邊緣態(edge 

state)或是表面態(surface state)，之後皆稱此狀態為邊緣態。具有這樣邊緣態的系統就

會展現量子自旋霍爾效應，如圖 1.2.1[2]所示： 

 

圖 1.2.1：圖 1.2.1左為量子霍爾效應，電子會沿著此系統之邊緣分別以相反方向運動，當這些在表面傳

遞的電子遇到雜質時，會繞過此雜質後繼續沿著原本之方向繼續運動；圖 1.2.1右為量子自旋霍爾效

應，四個通道會分別侷限於材料的邊緣，且不同運動方向的電子必須具有相反的自旋。 

 

雖然量子自旋霍爾效應會使得材料邊緣同時存在兩個運動方向的電子，但是沿著

原本特定方向運動的電子在遇到非磁性雜質時不會產生反方向的散射(backscattering)。

原因是當系統中的電子遇到非磁性雜質時，會分別以順時針和逆時針方向環繞雜質，

又因時間反演對稱的緣故，這兩個經過反方向散射的電子波函數恰好會形成破壞性干

涉，這樣特性會使得電子在表面達到完美的傳遞。反之，雜質為磁性物質時，時間反

演對稱會被破壞，因此被散射的電子波函數也就無法形成破壞性干涉。所以時間反演

對稱是保證量子自旋霍爾效應不被破壞的主要因素。 
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圖 1.2.2[2]：(a)在透鏡上的增透膜。光會被增透膜的上層(藍線)及底部(紅線)反射，可以調整增透膜的厚

度使得經反射後的光恰形成破壞性干涉；(b)當電子在量子自旋霍爾邊緣態時被非磁性雜質散射會有兩種

可能的路徑。當電子繞著順、逆時針轉時自旋皆會轉 180度，這兩種路徑電子自旋的差恰為 360度，而

電子自旋差 360度，則電子波函數會差一個負號，因此這兩種反射方式的電子波函數始終會相互抵消，

即為破壞性干涉。 

 

只要這些散射項不破壞時間反演，作為邊緣態出現的無質量狄拉克粒子就能保留

下來，只是邊緣態的自旋和動量會耦合在一起，這樣的邊緣態被稱為 helical liquid。這

樣的特性一般用 2Z 拓樸量子數( 2Z  topological quantum number)來描述，因此量子自旋

霍爾絕緣體(quantum spin hall insulator)也被稱為拓樸絕緣體(topological insulator)。 2Z

拓樸量子數可以簡單理解為邊界上的時間反演共軛對數目的奇偶性。當邊界上只存在

一對時間反演共軛對時，非磁性雜質不會導致共軛對之間的耦合，所以這個無能隙的

邊緣態會受到時間反演對稱的保護。當邊界上存在兩對時間反演共軛對時，反向散射

就會在這兩對之間發生，這會使得電子獲得一個能隙，而系統就變成一般的絕緣體。

因此奇數對和偶數對狄拉克粒子在物理性質上有所不同，即奇數對為拓樸絕緣體，而

偶數對為一般絕緣體[3]。 
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1.3 拓樸絕緣體 

拓樸絕緣體是一種同時具有導體和絕緣體物理特性的新穎材料，從電子能帶結構

來看，拓樸絕緣體內部(bulk)的價帶和導電帶間有能隙，因此電子無法自由移動，故為

絕緣體；而另一方面，拓樸絕緣體表面存在著連接導帶和價帶的邊緣態。由於這邊緣

態，電子才能夠自由的傳遞，使得拓樸絕緣體具有導電性。圖 1.2便是一般絕緣體和拓

樸絕緣體之能帶結構： 

 
圖 1.3.1：圖 1.3.1左為一般絕緣體之能帶結構；圖 1.3.1右為拓樸絕體之能帶結構。 

  

 目前二維量子自旋霍爾效應已經被理論預測存在於 HgTe/CdTe中，且已有實驗觀

測的結果[2]。 
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第二章 拓樸絕緣體 

Equation Section 2 

2.1 兩介質之狄拉克方程式 

在討論拓樸絕緣體之前，要先介紹狄拉克方程式(Dirac equation) 

      2ˆ , ( ) , , ,H r t mc i c r t i r t
t

 


      


 (2.1) 

其中 Ĥ是漢米頓算子，  ,r t 是波函數。 

上述 i 和 滿足以下性質： 

    2 2

4 , , 0, , 0.i i j ia I a         (2.2) 

其中 4I 為四維單位矩陣。 

在此篇論文取 1 3 2i i I       ， ，其中 2I 為二維單位矩陣而 i 是包立矩陣

(Pauli matrix) 

 1 2 3

0 1 0 1 0
, , .

1 0 0 0 1

i

i
  

     
            

  (2.3) 

利用分離變數法，令 

    , ,i tr t r e     (2.4) 

其中是能量。 

在將上式代入(2.1)式整理即可得與時無關的狄拉克方程式(time-independent Dirac 

equation) 

        ˆ =H r m i r r         (2.5) 

狄拉克方程式最簡單的解為平面波 

令 

   1

1

ik r
u

r Ae
v

   
  

 
  (2.6) 
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其中  1 2 3, ,k k k k 且 1 1,u v 為 two-component spinor。 

將上式代回狄拉克方程式中，得 

    1 1

3 2

1 1

,i i

u u
m I k

v v
  

   
      

   
  (2.7) 

將上式化簡整理後，得 

 
1

1

0.
um k

vk m

 

 

     
  

     
  (2.8) 

為了得出非平庸解，因此係數矩陣之行列式值必須為零，得 

 
2 2 2.k m    (2.9) 

由(2.8)式可以得出 1u 和 1v 之關係式 

 1 1.
k

u v
m









  (2.10) 

接下來，我們考慮平面波在兩不同介質中傳遞之情況：當 0z  時，粒子質量參數為

m ，當 >0z 時，此時粒子質量參數為m，即 

  ˆ sign ,H m z p      (2.11) 

其中 

  
1, 0;

sign
1, 0.

z
z

z


 

 
   (2.12) 

在介質中傳遞的波函數分別為 

 

 

 

1 4

I A D

1 4

32

II B C

32

+ , 0;

+ , 0.

ik r iq r

iq r ik r

u u
r Ae De z

v v

uu
r Be Ce z

vv

  

  

 

 

   
      

   

  
     

   

  (2.13) 

其中    1 2 3 1 2 3, , , , ,k k k k q k k k   且 ,i iu v 為 two-component spinor。 

由(2.8)式可整理出 iu 和 iv 之關係式 
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1 1 2 2 3 3 4 4= , = , = , = .

k q k q
u v u v u v u v

m m m m

   

   

   

   
  (2.14) 

當 0z  時，則    I II, ,0 , ,0x y x y  ，即 

 
31 4 2

31 4 2

.
uu u u

A D B C
vv v v

      
         

       
  (2.15) 

將上式分 iu 和 iv 整理，並將 iu 和 iv 之關係式代入消去 iu  

 1 4 2 3;Av Dv Bv Cv     (2.16) 

 
1 4 2 3.

k q q k
A v D v B v C v

m m m m

   

   

   
  

   
  (2.17) 

由上兩式化簡整理得 

 

 
 

 

 

2 2
3 3 3

3 1 22 2
3 3 3

3 2 2 2

3

.

k mk mk k m k k
m k A v mB v

mk k m k k mk k
Cv

k m k

  


  

  

  

     
    

    


 

 (2.18) 

將上式代回(2.16)式，解出 

 

 
   

   

 

     

     

4

2 2 2

3 3

12 2 22 2 2
3 33

2 2 2 2

3 3 3

22 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3

1

21
,

2

Dv

m k m k m m k k
Av

m m k k m k m kk m k

m m k m k k m m k k
Bv

k m k m m k k m m k m k k

 

 

 

 

 

 





    
  

    

      
 
       

                                       

(2.19) 

其中 1 2k k ik   ,
2 2 2

1 2 .k k k    
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若是考慮在一介面的束縛態 

 

 

 

1

I A

1

2

II B

2

, 0;

, 0.

ik r

iq r

u
r Ae z

v

u
r Be z

v

 

 





 
   

 

 
   

 

  (2.20) 

其中    1 2 1 2, , , , , , 0.k k k i q k k i        

由(2.9)式可同理得出 

 
2 2 2 2.k q m      (2.21) 

同樣可以得出 iu 和 iv 之關係式 

 
1 1 2 2, .

k q
u v u v

m m

 

 

  
 

 
  (2.22) 

在 0z  時，則    I II, ,0 , ,0x y x y  ，即 

 1 2;Av Bv   (2.23) 

 1 2.
k q

A v B v
m m

 

 

  


 
  (2.24) 

由上兩式化簡，得 

 1 0.
k q

A v
m m

 

 

   
  

  
  (2.25) 

為使 1v 不為平庸解，故取矩陣行列式值為零，化簡解出 

 m  或 .k  (2.26) 

將上式代入(2.21)式，解出 

 k   或 .m    (2.27) 

1. 當 m  時： 

將 m  代入波向量(wave vector)， 

    1 2 1 2, , , , , .k k k im q k k im      (2.28) 
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(i) 當 m  且 k  時，則(2.36)式可改寫成 

 1 1 2 2, ,
+

k q
u v u v

k m k m

 

 

  
 


  (2.29) 

(ii) 當 m  且 k   時，則(2.36)式可改寫成 

 1 1 2 2, ,
k q

u v u v
k m k m

 

 

  
   

 
  (2.30) 

這裡的 1 2, v v 為任意二維旋量。 

 

2. 當 k  時： 

將 k  代入波向量， 

    1 2 1 2, , , , , .k k k ik q k k ik 
      (2.31) 

(i) 當 k  且 m  時，則(2.22)式可改寫成 

 

2

1

2

2

1

2

21 1
;

2 22

21 1
;

2 22

1
;

2

1
.

2

kB
u

m A ik kk

k
u

m ik kk

ikB
v

kAk

ik
v

kk





 

 









  
  

 
  
   
  


 
  

 
  

  
 

  (2.32) 

(ii) 當 k  且 m   時，則(2.22)式可改寫成 
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21

22

1

2

21 1
;

22 2

21 1
;

22 2

1
;

2

1
.

2

ik k
u

km k

ik kA
u

km Bk

k
v

ikk

kA
v

ikBk





 



 











  
   

 


 
    
  


 
  

 
  

  
 

  (2.33) 

3. 小結： 

m  且 k   是此系統的 zero mode，它被束縛在系統的介面上。 
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2.2 三介質之狄拉克方程式 

考慮在一物理圖像如下，考慮平面波在三不同介質中傳遞之物理圖像，當
2
oz

z  

時，此時介質為m，當
2 2
o oz z

z   時，此時介質為 m ，當 >
2
oz

z 時，此時介質為

m。 

 

 

此物理圖像和方形位能阱(square-well potential)相似，可分別討論中間介質波函數

 II r 的 z部分為奇函數和偶函數。 

 

I. 當中間介質波函數  II r 的 z部分為偶函數時： 

 

 

     

 

1 2

1

I

1

2

II

2

1

III

1

, ;
2

cosh , ;
2 2

, ,
2

ik r o

i k x k y o o

ik r o

u z
r Ae z

v

u z z
r Be z z

v

u z
r Ae z

v



 









 
   

 

 
    

 

 
  

 

  (2.34) 

 
z 

 

II I III 
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在
2
oz

z   時，則 I II, , = , , ,
2 2
o oz z

x y x y 
   

    
   

即 

 
1 22

1 2

cosh .
2

oz

o
u uz

Ae B
v v

      
     

    
  (2.35) 

同樣可以得出 iu 和 iv 之關係式 

 1 1 2 2, .
k k

u v u v
m m

 

 

  
 

 
 (2.36) 

將 iu 和 iv 之關係式代入(2.35)式消去 iu ，得 

 2
1 2cosh ;

2

oz

oz
Ae v B v

   
  

 
  (2.37) 

 2
1 2cosh .

2

oz

ozk k
Ae v B v

m m

  

 

    
  

  
  (2.38) 

將上兩式化簡整理 

 1 0,
k k

v
m m

 

 

   
  

  
  (2.39) 

為了得出非平庸解，因此係數矩陣之行列式值必須為零，化簡解出 

 .k   (2.40) 

將上式代入(2.21)式，解出 

 .m    (2.41) 

1. 當 k  時： 

將 k  代入波向量， 

  1 2, , .k k k ik     (2.42) 

(i) 當 k  且 m  時，則(2.36)式可改寫成 
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1

2

1

2

0
;

0

0
;

0

1
;

2

1 2 1
.

12 oz

u

u

ik
v

kk

ikA
v

kB ek










  
  
 

  
  
 


      


  

     

  (2.43) 

由上式和(2.37)式可得出 1v 和 2v 間的關係 

 2 1

1
2

1 oz

A
v v

B e



  (2.44) 

(ii) 當 k  且 m   時，則(2.36)式可改寫成 

 

 

1

2

1

2

0
;

0

0
;

0

1
1 ;

22

1
.

2

oz

u

u

ikB
v e

kAk

ik
v

kk

 







  
  
 

  
  
 


       


  

  
 

  (2.45) 

由上式和(2.37)式可得出 1v 和 2v 間的關係 

 2 1

1
2

1 oz

A
v v

B e



  (2.46) 

 

 

II. 當中間介質波函數  II r 的 z部分為奇函數時： 
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1 2

1

I

1

2

II

2

1

III

1

, ;
2

sinh , ;
2 2

, ,
2

ik r o

i k x k y o o

iq r o

u z
r Ae z

v

u z z
r Be z z

v

u z
r Ae z

v



 









 
   

 

 
    

 

 
   

 

  (2.47) 

在
2
oz

z   時，則 I II, , = , , ,
2 2
o oz z

x y x y 
   

    
   

即 

 
1 22

1 2

sinh .
2

oz

o
u uz

Ae B
v v

      
      

    
  (2.48) 

將 iu 和 iv 之關係式代入(2.48)式消去 iu ，得 

 2
1 2sinh ;

2

oz

oz
Ae v B v

   
   

 
  (2.49) 

 2
1 2sinh .

2

oz

ozk k
Ae v B v

m m

  

 

    
   

  
  (2.50) 

將上兩式化簡整理 

 1 0,
k k

v
m m

 

 

   
  

  
  (2.51) 

為了得出非平庸解，因此係數矩陣之行列式值必為零，化簡解出 

 .k   (2.52) 

將上式代入(2.9)式，解出 

 .m    (2.53) 

1. 當 k  時： 

將 k  代入波向量， 

    1 2 1 2, , , , , .k k k ik q k k ik 
      (2.54) 

(i) 當 k  且 m  時，則(2.36)式改寫成 
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1

2

1

2

0
;

0

0
;

0

1
;

2

1 2 1
.

12 oz

u

u

ik
v

kk

ikA
v

kB ek










  
  
 

  
  
 


      


  

     

  (2.55) 

由上式和(2.49)式可得出 1v 和 2v 間的關係 

 2 1

1
2

1oz

A
v v

B e



  (2.56) 

(ii) 當 k  且 m   時，則(2.36)式改寫成 

 

 

1

2

1

2

0
;

0

0
;

0

1
;

2

1
1 .

22
oz

u

u

ik
v

kk

ikB
v e

kAk











  
  
 

  
  
 


      


  

   
 

 (2.57) 

由上式和(2.49)式可得出 1v 和 2v 間的關係 

 2 1

1
2

1oz

A
v v

B e



  (2.58) 

 

 

III. 小結： 

我們所考慮的三個不同介質的系統沒有 zero mode。 
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第三章 Kitaev 模型 

Equation Section 3 

3.1 Tight-binding 模型 

在自然單位(natural units)下的薛丁格方程式(Schrödinger equation)為 

        21ˆ , , ,,
2

H r t U r r t i r t
m t

 
        

 
  (3.1) 

其中 Ĥ是漢米頓算子，  ,r t 是波函數。 

利用分離變數法，令 

    , = ,i tr t r e    (3.2) 

其中是能量。 

將上式代入(3.1)式整理即可得與時無關的薛丁格方程式(time-independent Schrödinger 

equation) 

        21ˆ = = .
2

H r U r r r
m

  
 
    
 

  (3.3) 

而 Tight-Binding 模型是考慮鄰近電子的波函數的疊加的效應去處理許多凝態物理

(condensed matter physics)中的問題，而其漢米頓算子為 

  
1

† †

1 1

1

ˆ ,
N

n n n n

n

H w C C C C


 



    (3.4) 

其中w為 hopping term的係數且為實數。 

利用變分法得出薛丁格方程式 

  1 1 0n n niC w C C      (3.5) 

令 

 C i t

n nc e    (3.6) 
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其中為能量。 

將上式代入(3.5)式化簡得 

 1 1 0.n n nwc c wc      (3.7) 

其中n滿足2 1n N   。 

由此關係可以得出系統的運動方程組為 

 

1 2 3

2 3 4

2 1

0;

0;

0.N N N

wc c wc

wc c wc

wc c wc 

  

  

  

 (3.8) 

兩端點之運動方程式如下： 

 1 2 0;c wc     (3.9) 

 1 0.N Nwc c      (3.10) 

可將其視為邊界條件(boundary condition)。 

令 

 ,n

n oc c s  (3.11) 

將上式代入(3.7)式，可得 

 
2 0.w s ws    (3.12) 

由上式和根與係數之關係可得出 

 ;s s
w

 


   (3.13) 

 1.s s     (3.14) 

上式有兩個根分別對應到不同特性，解的通式為此兩種特性的線性組合，因此(3.11)式

可改寫成 

 s .n n

nc c s c      (3.15) 

將上式代入邊界條件(3.9)式和(3.10)式，並利用(3.7)式將其化簡為 
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 0 0;c   (3.16) 

 1 0.Nc     (3.17) 

將(3.15)式代入上兩式得 

 0 0;c c c     (3.18) 

 
1

1 1 0.
N

N Nc s sc c


 

       (3.19) 

將(3.18)式代入(3.19)式 

 
1 1 0N Ns s 

     (3.20) 

將上式移項並利用(3.14)式整理後 

 
 2 1

1.
N

s


    (3.21) 

由上式解出 s且由(3.14)式得出 s  

 .miks e    (3.22) 

其中
1

m

m
k

N





。 

將上式代入(3.13)式，得出 

  2 cos .mw k   (3.23) 

其中m為 

  ,1m m m N     (3.24) 

將(3.22)式代入(3.15)式，得出 

  2 sin .n mc ic nk   (3.25) 
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圖 3.1.1：當 1, 200w N  時之 mk


 圖 

0.5 1

km

2

1

1

2

 



 

 21 

3.2 SSH 模型 

考慮一漢米頓算子 Ĥ為 

    † † † †

1 1 1 2 1 1

1,3,5, 2,4,6,

ˆ ,n n n n n n n n

n n

H w C C C C w C C C C   

 

      (3.26) 

其中 1w 、 2w 為 hopping term的係數且為實數。 

利用變分法分別得出奇數行和偶數行的薛丁格方程式 

 2 1 1 1 0,n n niC w C w C      (3.27) 

 1 1 2 1 0.n n niC w C w C      (3.28) 

令 

 C i t

n nc e    (3.29) 

其中為能量。 

將上式代入(3.27)和(3.28)式化簡得 

 2 1 1 1 0;n n nw c c w c     (3.30) 

其中n滿足 2 1, oddn n N n    。 

 1 1 2 1 0.n n nw c c w c      (3.31) 

其中n滿足 2 1, evenn n N n    。 

由此關係可以得出系統的運動方程組為 

 

1 1 2 2 3

2 2 3 1 4

1 2 1 2

2 2 1 1

0;

0;

0. ( odd)

0. ( even)

N N N

N N N

w c c w c

w c c w c

w c c w c N

w c c w c N

 

 

  

  

   

   

 (3.32) 
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兩端點的運動方程式如下： 

 1 1 2 0;c w c     (3.33) 

 
2 1

1 1

0. ( odd)

0. ( even)

N N

N N

w c c N

w c c N





  

  
  (3.34) 

可將其視為邊界條件。 

令 

 
0

0

, 2 1
,

, 2

j

j

n j

j

a a s j n
c

b b s j n

   
 

 
 (3.35) 

將(3.35)式代入(3.30)式和(3.31)式，可得下列關係式 

 2 1 1 0;j j jw b a w b     (3.36) 

 1 2 1 0.j j jw a b w a      (3.37) 

由上式可得 

  1 2 1

1
=j j jb w a w a 


. (3.38) 

將上式代入(3.36)式中並整理化簡可得 

  2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 0w w w w s w w s     . (3.39) 

利用根與係數之關係可得出 

 
 2 2 2

1 2

1 2

;
w w

s s
w w

 

  
   (3.40) 

 1.s s     (3.41) 

上式有兩個根分別對應到不同特性解，解的通式為此兩種特性解的線性組合，因此

(3.35)式可以改寫成 
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+

+

, 2 1

, 2

j j

j

n j j

j

a a s a s j n
c

b b s b s j n

  

  

    
 

  
, (3.42) 

將(3.40)和(3.41)式化簡整理得 

  2 2 2 1

1 2 1 2+2 .w w w w s s      (3.43) 

 

接著分別討論N為奇數和偶數的情況： 

I. 當N為奇數時的情況時，邊界條件為 

 1 1 2 0;c w c    (3.44) 

 2 1 0.N Nw c c     (3.45) 

利用(3.30)式可將上兩式簡化為 

 0 0 ;c   (3.46) 

 1 0.Nc     (3.47) 

將(3.42)式代入上兩式 

 0 0;b b b     (3.48) 

 
1

2

1 1

2 2 0.
N

N N

b b s b s


 

        (3.49) 

將(3.48)式代入(3.49)式 

 

1 1

2 2 0.
N N

s s
 

    (3.50) 

由(3.41)式及(3.50)式解出 s及 s  

 .miks e   (3.51) 

其中
2

1
m

m
k

N





。 
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將上式代入(3.43)式 

  2 2 2

1 2 1 2= +2 cos .mw w w w k   (3.52) 

1. 當不為零的情況： 

將(3.51)式代入(3.42)中的第二式，可得 

  s 2 sinj j

j mb b s b ib jk       . (3.53) 

將上式代入(3.36)式，可得 

     1 2

2
sin sin 1 .j j

j m m

ib
a a s a s w jk w j k

         
 (3.54) 

當不為零時，則此時 m的條件為 

 
1

,1 , ,
2

N
m m m N m

 
    

 
 (3.55) 

若
1

2

N
m


 ，則 0j ja b  。 

 

圖 3.2.1：當 1 21, 8, 101w w N   時之 mk


 圖 

0.5 1

km

9

7

7

9
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圖 3.2.2：當 1 21, 0.8, 101w w N   時之 mk


 圖 

 

2. 當為零的情況： 

當為零時，則(3.32)式將會化簡為 

 

2 2

1 1 2 3

2 2 1 4

2 1

0;

0;

0;

0.N

w c

w c w c

w c w c

w c 



 

 



  (3.56) 

將(3.35)式代入邊界條件(3.46)和(3.47)兩式，得 

 
0s , 2 1

c ,
0, 2

j

j

n

j

a a j n

b j n

   
 

 
 (3.57) 

將上式代入(3.56)式並化簡整理得 

 1 2 0.w w s   (3.58) 

0.5 1

km

1.8

0.2

0.2

1.8
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再將上式中的 s解出 

 1

2

.
w

s
w

   (3.59) 

將上式代回(3.57)式，得 

 

1
0

2
c .

0, 2

j

j

n

j

a a

b n

w

w

j

  
  

  
  


 (3.60) 

由上式可得出下列遞迴關係式 

 0

2

+1
11 .j

j j

w
a a as

w

  
   

 
  (3.61) 

在為零的情況下，當 1 2w w 時，波函數會侷限於左邊的邊界；當 2 1w w 時，波函

數會侷限於右邊的邊界。 

 

 

II. 當N為偶數時，邊界條件為 

 1 1 2 0;c w c    (3.62) 

 1 1 0.N Nw c c     (3.63) 

利用(3.30)和(3.31)兩式可將上兩式改寫成 

 0 0;c   (3.64) 

 1 0.Nc     (3.65) 

將(3.42)式代入上兩式，得 

 0 0;b b b     (3.66) 
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2

2

2 2

2 2 0.
N

N N

a a as s


 

      (3.67) 

由(3.42)、(3.36)和(3.37)三式可得出a b 和a b 之間關係式 

  1

1 2

1
;a w w s b

  


. (3.68) 

  1

1 2

1
.a w w s b

  


  (3.69) 

將上兩式和(3.66)式代入(3.67)式得 

    2

2

2 2

1 12 2
1 2 1 2

1 1
0.

N

N N

a w w s s sw b sb w
   

 

 

      
 

 (3.70) 

利用(3.41)式將上式化簡 

 
1 22 2

1 1

1 0.N Nw w
s s s

w w

      (3.71) 

由上式得知，當固定N時，方程式有兩種情況，其一為 1 2w w ，另一為 2 1w w ，以

下取N為20，並以 1 21, 0.8w w  作為 1 2w w 情況之代表； 1 21, 9w w  作為

2 1w w 情況之代表。 

 

 

1. 當 20N  且 1 2w w 時的情況： 

取 1 21, 0.8w w  代入上式，得 

 
21 221 0.8 0.8 0.s s s     (3.72) 

利用Mathematica 9解出(3.72)式中的 s，並代入(3.43)式和(3.42)式解出 j jb a、 、 ，並

作
 Arg s


 圖。 
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圖 3.2.3：當 1 2w w 時之
 Arg s


 圖 

 

 

2. 當N 20 且 2 1w w 時的情況： 

取 1 21, 9w w  代入(3.71)式得 

 
21 221 9 .9 0s s s      (3.73) 

同理作出
 Arg s


 圖。 

0.5 1

Arg s

1.72

0.2

0.2

1.72
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圖 3.2.4：當 2 1w w 時之
 Arg s


 圖 

當
1

9
9

s   和 時，會得出
 Arg

1, 0
s


  。 

 

由 1.和 2.可以看出只有當 2 1w w 時會有 zero-mode，而當 1 2w w 時則無 zero-mode。 

 

表 3.2.1：SSH模型結論整理 

 

0.5 1

Arg s

10

8

8

10

SSH 模型 

分

類 

N為奇數 N為偶數 

1 2w w  1 2w w  1 2w w  1 2w w  
1 2w w  

結

論 

波函數會侷

限於左邊的

邊界 

無 zero-

mode 

波函數會侷

限於右邊的

邊界 
無 zero-mode 

有 兩 個 zero-

modes，波函數會

分別侷限於左邊

和右邊的邊界 
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3.3 1D Kitaev 模型 

考慮一漢米頓算子 Ĥ為 

     
1

† † † † †

1 1 1 1

1

ˆ .
N

j j j j j j j j j j

j

H w C C C C C C C C C C


   



       (3.74) 

利用變分法得出薛丁格方程式 

    † †

1 1 1 1 0.j j j j j jiC w C C C C C           (3.75) 

其中 j滿足2 1j N   。 

 
†

1 2 2 1 0.iC wC C C      (3.76) 

 
†

1 1 0.N N N NiC wC C C       (3.77) 

令 

 C ,i t i t

j j jc e d e      (3.78) 

將(3.78)式代入(3.75)式並整理可得出 

 
     

     
1 1 1 1

1 1 1 1

0;

+ 0.

j j j j j

j j j j j

c w c c d d

d w d d c c





   

   

      

    

  (3.79) 

再令 ,j j

j o j oc c s d d s  代入(3.79)式，並改寫成矩陣形式 

 
     

     

1 1

1 1
=0.

o

o

w s s s s c

s s w s s d





 

 

      
  
      

  

  (3.80) 

為使 ,o oc d 不為平庸解，所以(3.80)式中的係數矩陣之行列式值必須為零 

       
2

2 2 1 1 2 2 22 4 0.w s s w s s              (3.81) 

假設(3.81)式之根為
1 1

1 2 1 2, , ,s s s s 
，則

1 1

1 2 1 2, , ,s s s s 
滿足下列關係式 

 
1 1

1 1 2 2 2 2

2
( + )+( )

w
s s s s

w

   


  (3.82) 
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2 2 2
1 1

1 1 2 2 2 2

4
( + )( )s s s s

w

     
  


  (3.83) 

因此 jc 和 jd 的通解為 

 1 1 1 1 2 2 2 2=( + )+( );j j j j

jc c s c s c s c s 

      (3.84) 

 

   
 

   
 

1

1 1

1 1 1 11

1 1

1

2 2

2 2 2 21

2 2

( )

( ).

j j

j

j j

w s s
d c s c s

s s

w s s
c s c s

s s









 





 

  
  

 

  
 

 

  (3.85) 

 

 

1 2

1 2

1

2

;

.

p p

p p

s e

s e





 



  (3.86) 

利用根與係數之關係和(3.86)可得出 

 

   

   

1 2 2

2 2 2

1 2 2

cosh cosh ;
1

cosh 2 cosh 2 .
1

p p

p p






  


    

 

  (3.87) 

其中 = , ,
2 2w w w




 
   。 

再令    1 1 2 2cosh , coshu p u p  代入(3.87)式 

 

1 2 2

2 2 2
2 2

1 2 2

;
1

1 .
1

u u

u u






  


     

 

  (3.88) 

又由邊界條件 

 
 
 

1 2 2

1 2 2

0;

+ 0;

c wc d

d wd c





   

  

  (3.89) 

 



 

 32 

 
 
 

1 1

1 1

0;

+ 0.

N N N

N N N

c wc d

d wd c




 

 

   

  

  (3.90) 

和前面關係式化簡得出 

  
   
   

2 N 1 1 N 2

1 N 1 2 N 2

U U
= + .

U U

u u u u

u u u u






  (3.91) 

其中  NU iu 為切比雪夫多項式(Chebyshev polynomials)。 

由(3.88)式和(3.91)式可以得出以 1u 為變數的代數方程式。 

 

根據參考資料[6]得知，當固定N時，方程式有兩種情況，其一為 2w  ，另一為

2w  ，以下取N為20，並以 0.2  作為 2w  情況之代表； 1.2  作為

2w  情況之代表。 

 

I. 取 15, 0.6, 0.2N     時 

由以上之條件得出 1u 為變數的常係數方程式，利用Mathematica 9解出方程式中的 1u ，

由(3.88)式解出 2u ，再由 1 2,u u 代回(3.86)式得出 1 2,s s ，作 2s 、 2s 的高斯平面圖和

 2Arg s


 圖。 

 

2.5 2.0 1.5 1.0 0.5
Re

2

1

1

2

Im
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圖 3.3.1： 1s 的高斯平面圖 

 

圖 3.3.2： 2s 的高斯平面圖 

 

 

圖 3.3.3：
 2Arg s


 圖 

 

 

2

2

2

2

Arg
0.125 0.484 , 0.500 1.94 ,( , ) (0.0000356,0.580);

Arg
0.125 0.484 , 0.500 1.94 ,( , ) (0.0000356, 0.580).

s
s i i

s
s i i





      

       

當 時

當 時

  

0.4 0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Re

2

1

1

2

Im

0.6 0.5 0.5 0.6

Arg s2

2

1

1

2
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II. 取 15, 0.6, 1.2N     時 

 

 

圖 3.3.4： 1s 的高斯平面圖 

 

圖 3.3.5： 2s 的高斯平面圖 

 

9 8 7 6
Re

1.0

0.5

0.5

1.0
Im

1.0 0.5 0.5 1.0
Re

1.0

0.5

0.5

1.0

Im
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圖 3.3.6：
 2Arg s


 圖 

表 3.3.1：Kitaev模型結論整理 

 

0.9 0.5 0.5 0.9

Arg s2

4

2

2

4

Kitaev 模型 

分類 2w   2w   

結論 無 zero-mode 
有兩個 zero-modes，波函數會分

別侷限於左邊和右邊的邊界 
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第四章 結論 

Equation Section (Next) 

在二介質系統中， m  且 k   為此系統的 zero mode，它是被束縛在系統的

介面上的 edge-state；在三介質系統中則沒有 zero-mode。 

tight-binding 模型的能譜總是連續。SSH模型的能譜則與系統粒子數的奇偶性有關。

粒子數為奇數時，若 w1w2，系統一定會有一個 zero-mode。當 w1w2，此 zero-mode

為侷限於左邊界的 edge-state; 而當 w1w2，此 zero-mode則為侷限於右邊界的 edge-

state。粒子數為偶數時，若 w1w2，系統沒有 zero-modes。若 w1w2，則系統總是有

兩個 zero-modes，且分別對應到侷限於左、右邊界上的 edge-states。Kitaev模型也有類

似的情況:若 2w  ，系統沒有 zero-modes。若 2w  則系統總是有兩個 zero-

modes，且分別對應到侷限於左、右邊界上的 edge-states。 
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附錄 

A.1 Tight-binding模型 

 

 

 

A.2 SSH 模型 

N為奇數的情況之程式碼 

i. 1 2101, 1, 8N w w   之Mathematica程式碼： 

0.5 1

km

2

1

1

2
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ii. 1 2101, 1, 0.8N w w   之Mathematica程式碼： 

0.5 1

km

9

7

7

9
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N為偶數的情況之程式碼 

I. 1 220, 1, 0.8N w w   之Mathematica程式碼： 

 

0.5 1

km

1.8

0.2

0.2

1.8
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II. 1 220, 1, 9N w w   之Mathematica程式碼： 
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A.3 1D Kitaev 模型 
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I. 15, 0.6, 0.2N     之Mathematica程式碼： 
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II. 15, 0.6, 1.2N     之Mathematica程式碼： 
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